LA FUNCION DE PERIODO

Sea X un campo polinomial (analitico) en R?. Decimos que un punto critico p
es un centro si existe un entorno U de manera que U \ {p} estd foliado de
orbitas periddicas. El mayor de estos entornos “pinchados” se denomina el period
annulus A de p. La funcién de periodo de p es la aplicacion que asigna a cada
6rbita periédica en A su periodo. De ésta nos interesa estudiar:

e Isocronicidad.
e Monotonia.
e Numero (disposicién) de periodos criticos.

e Bifurcaciéon de periodos criticos.

Consideremos la extensiéon X de X a la esfera de Poincaré S2. (Localmente esta
extensién es de la forma X = fY donde f es una funcién meromorfa y Y es un
campo vectorial analitico.) En la esfera de Poincaré el period annulus A tiene
dos componentes: el centro p y un policiclo que denotaremos por P. Si A no
estd acotado entonces el policiclo P tiene vértices en el ecuador S' C S?. Los
vértices de P en S?\ S! diremos que estdn a distancia finita.



Para estudiar la funcion de periodo es necesario tener parametrizado el conjun-
to de orbitas periddicas en A. Por ejemplo, mediante una seccién transversal
analitica «y : [0,1] — R? con v(0) = p y ¥(1) € P. Entonces

s — T'(s):= periodo de la o.p de X que passa por v(s)

es una funcién analitica en s € (0, 1).

Si el centro es no degenerado disponemos de una parametrizacion local de manera
natural. Efectivamente, mediante una transformacion afin y un rescalado cons-
tante del tiempo,

7= R(r,0)
. pu pr— ]_ o ..
X — { §—0(r0) con R(0,7) =0y O(r,0) +

Entonces, para x € (0,¢), podemos considerar la funcién de periodo
x +—— T'(x):= periodo de la 0.p. de X que pasa por (z,0).

Ademas, si r(0; x) es la solucién de

dr  R(r,0)
o~ o(r,0)

con condicién inicial 7(0; ) = z, tenemos que

2m do
) = /0 O(r(6;x),0)

Claramente, esta funcion se puede extender analiticamente a x = 0 poniendo

T(0):= 2x. En particular esto muestra que si hay periodos criticos acumuldndose
en x = 0 entonces el centro es isécrono. En este caso decimos que la funcién no
oscila cerca del centro.



FINITUD DEL NUMERO DE PERIODOS CRITICOS

En el interior del period annulus no hay tampoco acumulacién de periodos criti-
cos porque la funcion de periodo es analitica. j Pueden acumularse en el policiclo?

Teorema 1 (Chicone-Dumortier). Si X es analitico y A es acotado entonces
no se acumulan periodos criticos en el policiclo.

Observaciéon (a) Para probar este resultado los autores muestran primero que
después de un numero finito de blow-ups el campo X es analiticamente
conjugado a un campo de la forma fY donde f es una funcién analitica y Y
es un campo analitico con el policiclo desingularizado (i.e., en los vértices
sélo hay puntos criticos hiperbdlicos o semi-hiperbdlicos). Muestran luego
que el tiempo de transicién (y su derivadall) asociado al paso de un sector
hiperbdlico de un policiclo desingularizado tiende a infinito.

(b) Si el period annulus es no acotado puede suceder que la funcién de periodo
tienda a un valor finito.

]

Teorema 2 (Chicone-Dumortier). Si X es un campo potencial polinomial

entonces no se acumulan periodos criticos en el policiclo.

Observacion En este caso, si el policiclo no es acotado entonces es el ecuador
de la esfera de Poincaré. A continuaciéon, usando coordenadas hiperelipticas,
prueban que la funcién de periodo tiene extensién analitica en el infinito. [



ENFOQUE UTILIZANDO DESARROLLOS ASINTOTICOS

Consideramos una curva analitica v : (=6, ) — R? transversal al policiclo con
7(0) € Py sea ¥ =~([0,4)). Para cada s € (0,0) definimos

T(s):= periodo de la 0.p. de X que pasa por 7(s).

Esta funcién es analitica en su dominio pero podria no tener extension analitica
en s = 0. En particular, si P tiene algin vértice a distancia finita, claramente
tenemos que T'(s) — +oo cuando s — 0.

Sea X el campo vectorial obtenido de desingularizar los vértices de P y sea P
el policiclo resultante.

Hipdtesis A Los vértices del policiclo desingularizado P son sillas hiperbolicas
orbitalmente C* linearizables. Mds concretamente, en un entorno de cada vértice
existe un difeomorfismo ® de clase C* tal que

X =, (a"y"g(e,9) (0, Wd,)).

donde m,n € Z, A > 0y g es una funcién C* positiva.



Teorema 3 (Saavedra). Si (X, P) verifica la hipdtesis A entonces la funcion

de periodo T tiene un desarrollo asintotico T' (lineal en log) dado por

(1) f(s) — Zaks“’“ +log s Zﬁksé’“, s >0,

keN keN

donde o, B, ik, Ok € R y las sucesiones {ur} y {0} son estrictamente crecien-
tes y no acotadas. El desarrollo asintdtico de la derivada T es T', la derivada
formal de T

Observacién (a) Decimos que el desarrollo T' es asintético a T porque

T(s) = Z ays'* +log s Z B8 4 o(smm{“"’(s"}) para todo n.
k=1 k=1

(b) Si hay algtn coeficiente ay; 0 () distinto de cero entonces la funcién de periodo
no oscila cerca del policiclo.

(c¢) La hipotesis A se verifica si el campo X tiene una integral primera de tipo
Darboux I = f{"f)? ... fI con 3, € Ry f; € Rlz,y].

(d) No hace falta que el policiclo P sea frontera de un period annulus, es sufi-
ciente con que este definido un retorno.

[]

Corolario 1. Si (X, P) verifica la hipdtesis A y P tiene como minimo un vértice
a distancia finita entonces el primer término de la serie (1) es s* con a < 0 o
bien s°logs con [ < 0. En particular no se acumulan periodos criticos en el
policiclo.



I. Reduccion a un problema local utilizando secciones “linearizantes”:

Y1

Mo

donde:

1. La aplicacion s — Ry(s) esta definida tal que la semidérbita positiva de X
del punto 7, (s) € X1 corta a Xy en (Rk(s))

2. La aplicacién s — Si(s) esta definida tal que la semiérbita positiva de X
del punto 7 (s) € ¥ corta a II; en 7 (Sk(s))

3. oy es la aplicacion “tiempo de paso” de ¥ a Il (i.e., por el vértice ay).

4. 71 es la aplicacién “tiempo de paso” Il a 1.



I1. Desarrollo asintotico del tiempo de paso por un vértice:

El tiempo de paso por un vértice viene dado por

1 dz
70s) = /c fcmy”g(:v,y)?
donde Cy:= {(z,y) : y = (s/z)", < 1}

Mas en general, dados i, 7 € Z y una funciéon C* positiva F, estudiamos

V(s):= /C P ()

i — A\j < 0|Ponemos F(x,y) = F(0,y) + G(z,y) y entonces

Vi(s) = sAj/ 2NV E(0, (s/x)A)dg%—/c "ty G (a, y)

\ . 4 NG y

A(s) B(s)

dzIJ

Con el cambio u = s/x obtenemos

1
A(s) = s / 3= (0, ) 2
s u

1
| o d d
zsl/ wN TR (0, u )—u—s/ ATTR(0, ut)— “
0 u 0 u

y utilizando el desarrollo de Taylor de y —— F'(0,y) en y = 0 concluimos que
Als) = as' + 345 Bs**. Se puede mostrar por otro lado que B(s) = o(s').

i — Aj = 0] Poniendo F(z,y) = F(0,0) + zg1(x) + yga(y) + zyG(z, y),

1
Vi(s) = —G(0,0)si log s + si/ (gl(u) + uA_lgg(uA))du—l—/ x”lyj“G(a:,y)d%.
S Cs

A 7 NG v}

Als) B(s)

Igual que antes se puede mostrar que A(s) = as’ + D mint s+ s 5y
que B(s) = o(s').

i — A\j > 0| Se reduce al primer caso con (z,y) — (y, ).




Hipdtesis B Los vértices del policiclo desingularizado P son sillas hiperbolicas
orbitalmente C¥ linearizables. Mds concretamente, en un entorno de cada vértice
existe un difeomorfismo ® analitico tal que

~

X =, (a"y"g(e,9) (0, — Md,)).

donde m,n € Z, A > 0 y g es una funcién analitica positiva.

Teorema 4 (Saavedra). Si (X, P) verifica la hipotesis B entonces las series T

Y T' convergen absoluta y uniformemente a T y T’ respectivamente.

Observacion La hipdtesis B se verifica si el campo X tiene una integral primera
de tipo Darboux I = f{" f* ... fIm con v, € Qy f; € Rz, y]. O

Corolario 2. 57 X tiene una integral primera racional entonces no se acumulan

pertodos criticos en el policiclo.

Observacion Por lo que respecta al desarrollo asintético, falta considerar los
casos en los que algun vértice del policiclo desingularizado P sea una silla hi-
perbélica no linearizable o un punto critico semi-hiperbélico. En el primer caso
A € Q y poniendo A = p/q con (p,q) = 1, la silla es equivalente a

qm(l - Ozuk)&ﬂ — py(l - ﬁuk)@y

para algun k € N y donde u:= 2Py, O]
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NUMERO Y DISPOSICION DE PERIODOS CRITICOS

Para fijar las ideas, sea P(x) = %562 + Bsxd + Buzt + .. 4 B con Bu #0
y consideremos el sistema Hamiltoniano asociado a H(z,y) = 5y + P(z), i.e.,

T =y,
y=—P(z).

El punto critico en el origen es un centro no degenerado y su funcién de periodo,

utilizando el nivel de energia como parametrizacion, viene dada por

= =
Yh Y

donde v, es la componente de H = h dentro de A.

La derivada de una integral abeliana f% w se puede calcular integrando sobre la
misma curva otra 1-forma 6 llamada derivada de Gelfand-Leray. Mas concreta-
mente, denotando con A* el conjunto de k-formas de C[z, y]:

Lema 1. Para cualquier H € Clxz,y], siw, 0 € A verifican dw = dH N0 entonces

il
— [ w= ] 0
dh Yh Th

para todo dvalo vy, C {H = h}.

Observaciéon (a) La identidad dw = dH A 6 explica la notacién 6 = i En
general esta division no es posible dentro de A!, pero siempre se puede dividir

dw entre dH con un resto.

(b) Bajo ciertas condiciones este resultado también es valido cuando 6 es sélo

meromorfa. Por ejemplo, si H(z,y) = 3y + P(z) entonces

Ly
dh /., Y

i.e., el periodo es la derivada del area.



Teniendo presente esta observacion, tomando
I;(h) = / w; con w;:= x' lydx,
H=h

: : : t
encontraremos primero un sistema de Picard-Fuchs para I = (Il, - ,In) :

1 . 1 . »
Hdw; = (5 Y2+ P(x))xl_ldy Ndx = <§ o' tyH, + |2 P(x) )dy A dx

1—
= a;(z)dy N dx + (bi(az)dy — — 2" tydx ) NdH

2

= g aia? tdy A dx|+ | dF; — E biil ) Yyde|— = w; | ANdH
J=1 ] ’ < Jj=1 ] : 2 )

:Z@idej+dH/\ <§wz—|—2bwwj—dﬂ>

j=1 j=1

De este modo, debido a que Hdw; = d(H wi) — dH A w;, obtenemos

d(Hwi—Z;aijwj>dH/\(ﬁwi—l—Zbijwj—dE-).
]:

J=1



Usando la derivada de Gelfand-Leray tenemos

d " 3 i
% : <sz' —Zaijwj) = / <§wi+Zbijw]' —dE)
h j=1 Yh j=1

y por tanto

d " 3 i
j=1 j=1
Derivando obtenemos

n 7

. |
hl; — E aijIj:§Ii+ E bijl; parai=1,...,n.
j=1 j=1

En resumen, expresado matricialmente,

2) (h[d-A)jun::(%1d+—B)Jun,

donde
.0
I=(I,....1,)) A= (a; B =
oty A= o) 5 (>0

Observacién (a) Los coeficientes de las matrices A y B se obtienen de la
divisién 21 P(z) = b;(x) P'(x) + a;(x) poniendo

n 1
a;(z) = Z ar’ty bli(x) = Z bzl 1.
j=1 j=1

(b) Sizg € C esun punto critico de Py hy = P(z) entonces (1, g, 23, . . ., :Ug_l)t

es un vector propio de A de valor propio hy.

(¢) El sistema de Picard-Fuchs I(h) = R(h)I(h) se obtiene de (2) multiplicando
por (h[ d— A)_l. Asi R(h) es una matriz racional que, por la observacion
anterior, si H es una funcién Morse entonces tiene solo polos simples.

(d) Las propiedades de R se estudian para obtener cotas uniformes del numero
de ceros de ciertas integrales abelianas (Tangential Hilbert 16th problem).

[



Para estudiar la funciéon de periodo tomamos

1—1
Lz(h) = / 92 con QZ: * du
Th Yy

1=1,...,n.

Entonces, debido a que dw; = dHAb;, se verifica L; = I; y derivando el sistema (2)

obtenemos

(h]d - A)L(h) — <B ! Id)L(h) con Li= (Ly,..., L,)"

2

Esto es,

-1
3)  L'(h)=F(h)L(h) donde F(h):= (h[d . A) (B - %[d).
[gual que antes F(h) es una matriz n X n racional.

Finalmente queremos pasar de este sistema diferencial lineal n-dimensional a una
ecuacién diferencial lineal de orden n que tenga T'(h) = Ly(h) como solucién.
Una manera de hacer esto es el siguiente. Derivando sucesivamente la relacién (3)
concluimos que

(4) L®(h) = Fi(h) L(h)

donde Fj, es una matriz n X n definida de manera recursiva mediante
Fre(h) = Fri'(h) + Fr_1(h)F(h) con Fy=Id.

Notar que si v € C" es la primera fila de la matriz Fj entonces de (4)

(5) T® (h) =<wvi(h), L(h)> .

Por otro lado, debido a que {vg,v1,...,v,} es un sistema linealmente depen-
diente, tenemos que

po(h)vo(h) + pr(h)vi(h) + ...+ pu(h)v,(h) =0 € C"
para ciertos p; € C[h]. Por tanto de (5) concluimos que
0 = pn(h) <vp(h),L(h)> + ...+ po(h) <wvo(h), L(h)>

= pu(R) T (R) + ... + pi(h) T'(R) + po(R) T(R).



EJEMPLO

Para el sistema potencial asociado a P(z) = 32 + % 2* + %CEG obtenemos
(6) pa(M)T"(h) + pr(M)T"(h) + po(h)T(h) = 0,
donde los coeficientes p; son los polinomios

Py(h) = (12abh 4 16b — 3a?) (144b*h? + 12a(6b — a?) h + 16b — 3a?)h,
Py(h) = 3456ab3h3 + 144b(48b* — 3a*b — a*)h? + 24a(6b — a®)(16b — 3a®)h + (160 — 3a?)?,
Py(h) = 384ab®h? + b(80b — 3a?)(16b — 3a?)h + 3 a(16b — 3a?)*.

T'(h)
T(h)

p2(h)a' (k) 4 pa(h)a*(h) + pi(h)x(h) + po(h) = 0,

Considerando z(h):= pasamos de la ecuacién de segundo orden (6) a

y por tanto ahora el objetivo es estudiar los ceros de h — x(h). En lugar de
esta ecuacién de Ricatti estudiamos un sistema autéonomo equivalente:

{ h= —p2(h),

T = pg(h)x2 +p1(h)x +p0(h).

La idea consiste en primero identificar cual de las soluciones de este sistema
se corresponde con la funcién de periodo, y luego estudiar cuantos veces esta
soluciéon corta con z = 0.
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