
La función de periodo

Sea X un campo polinomial (anaĺıtico) en R2. Decimos que un punto cŕıtico p

es un centro si existe un entorno U de manera que U \ {p} está foliado de

órbitas periódicas. El mayor de estos entornos “pinchados” se denomina el period

annulus A de p. La función de periodo de p es la aplicación que asigna a cada

órbita periódica en A su periodo. De ésta nos interesa estudiar:

• Isocronicidad.

• Monotońıa.

• Número (disposición) de periodos cŕıticos.

• Bifurcación de periodos cŕıticos.

Consideremos la extensión X̃ de X a la esfera de Poincaré S2. (Localmente esta

extensión es de la forma X̃ = fY donde f es una función meromorfa y Y es un

campo vectorial anaĺıtico.) En la esfera de Poincaré el period annulus A tiene

dos componentes: el centro p y un policiclo que denotaremos por P . Si A no

está acotado entonces el policiclo P tiene vértices en el ecuador S1 ⊂ S2. Los

vértices de P en S2 \ S1 diremos que están a distancia finita.



Para estudiar la función de periodo es necesario tener parametrizado el conjun-

to de órbitas periódicas en A. Por ejemplo, mediante una sección transversal

anaĺıtica γ : [0, 1] −→ R2 con γ(0) = p y γ(1) ∈ P. Entonces

s 7−→ T (s) := periodo de la o.p de X que passa por γ(s)

es una función anaĺıtica en s ∈ (0, 1).

Si el centro es no degenerado disponemos de una parametrización local de manera

natural. Efectivamente, mediante una transformación af́ın y un rescalado cons-

tante del tiempo,

X =⇒

{
ṙ = R(r, θ)

θ̇ = Θ(r, θ)
con R(0, r) = 0 y Θ(r, θ) = 1 + . . .

Entonces, para x ∈ (0, ε), podemos considerar la función de periodo

x 7−→ T (x) := periodo de la o.p. de X que pasa por (x, 0).

Además, si r(θ; x) es la solución de

dr

dθ
=

R(r, θ)

Θ(r, θ)

con condición inicial r(0; x) = x, tenemos que

T (x) =

∫ 2π

0

dθ

Θ
(
r(θ; x), θ

) .

Claramente, esta función se puede extender anaĺıticamente a x = 0 poniendo

T (0) := 2π. En particular esto muestra que si hay periodos cŕıticos acumulándose

en x = 0 entonces el centro es isócrono. En este caso decimos que la función no

oscila cerca del centro.



Finitud del numero de periodos cŕıticos

En el interior del period annulus no hay tampoco acumulación de periodos cŕıti-

cos porque la función de periodo es anaĺıtica. ¿Pueden acumularse en el policiclo?

Teorema 1 (Chicone-Dumortier). Si X es anaĺıtico y A es acotado entonces

no se acumulan periodos cŕıticos en el policiclo.

Observación (a) Para probar este resultado los autores muestran primero que

después de un número finito de blow-ups el campo X es anaĺıticamente

conjugado a un campo de la forma fY donde f es una función anaĺıtica y Y

es un campo anaĺıtico con el policiclo desingularizado (i.e., en los vértices

sólo hay puntos cŕıticos hiperbólicos o semi-hiperbólicos). Muestran luego

que el tiempo de transición (y su derivada!!) asociado al paso de un sector

hiperbólico de un policiclo desingularizado tiende a infinito.

(b) Si el period annulus es no acotado puede suceder que la función de periodo

tienda a un valor finito.
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Teorema 2 (Chicone-Dumortier). Si X es un campo potencial polinomial

entonces no se acumulan periodos cŕıticos en el policiclo.

Observación En este caso, si el policiclo no es acotado entonces es el ecuador

de la esfera de Poincaré. A continuación, usando coordenadas hipereĺıpticas,

prueban que la función de periodo tiene extensión anaĺıtica en el infinito. �



Enfoque utilizando desarrollos asintóticos

Consideramos una curva anaĺıtica γ : (−δ, δ) −→ R2 transversal al policiclo con

γ(0) ∈ P y sea Σ = γ
(
[0, δ)

)
. Para cada s ∈ (0, δ) definimos

T (s) := periodo de la o.p. de X que pasa por γ(s).

Esta función es anaĺıtica en su dominio pero podŕıa no tener extensión anaĺıtica

en s = 0. En particular, si P tiene algún vértice a distancia finita, claramente

tenemos que T (s) −→ +∞ cuando s −→ 0+.

Sea X̃ el campo vectorial obtenido de desingularizar los vértices de P y sea P̃

el policiclo resultante.

Hipótesis A Los vértices del policiclo desingularizado P̃ son sillas hiperbólicas

orbitalmente C∞ linearizables. Más concretamente, en un entorno de cada vértice

existe un difeomorfismo Φ de clase C∞ tal que

X̃ = Φ∗

(
xmyng(x, y)

(
x∂x − λy∂y

))
,

donde m, n ∈ Z, λ > 0 y g es una función C∞ positiva.



Teorema 3 (Saavedra). Si (X,P) verifica la hipótesis A entonces la función

de periodo T tiene un desarrollo asintótico T̂ (lineal en log) dado por

(1) T̂ (s) =
∑

k∈N

αks
µk + log s

∑

k∈N

βks
δk, s > 0,

donde αk, βk, µk, δk ∈ R y las sucesiones {µk} y {δk} son estrictamente crecien-

tes y no acotadas. El desarrollo asintótico de la derivada T ′ es T̂ ′, la derivada

formal de T̂ .

Observación (a) Decimos que el desarrollo T̂ es asintótico a T porque

T (s) =
n∑

k=1

αks
µk + log s

n∑

k=1

βks
δk + o

(
smı́n{µn,δn}

)
para todo n.

(b) Si hay algún coeficiente αk o βk distinto de cero entonces la función de periodo

no oscila cerca del policiclo.

(c) La hipótesis A se verifica si el campo X tiene una integral primera de tipo

Darboux I = fγ1

1 fγ2

2 . . . fγr

r con γi ∈ R y fi ∈ R[x, y].

(d) No hace falta que el policiclo P sea frontera de un period annulus, es sufi-

ciente con que este definido un retorno.
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Corolario 1. Si (X,P) verifica la hipótesis A y P tiene como mı́nimo un vértice

a distancia finita entonces el primer término de la serie (1) es sα con α < 0 o

bien sβ log s con β 6 0. En particular no se acumulan periodos cŕıticos en el

policiclo.



I. Reducción a un problema local utilizando secciones “linearizantes”:

T (s) =
4∑

k=1

σk

(
Rk(s)

)
+

4∑

k=1

τk

(
Sk(s)

)

donde:

1. La aplicación s 7−→ Rk(s) está definida tal que la semiórbita positiva de X̃

del punto γ1(s) ∈ Σ1 corta a Σk en γk

(
Rk(s)

)
.

2. La aplicación s 7−→ Sk(s) está definida tal que la semiórbita positiva de X̃

del punto γ1(s) ∈ Σ1 corta a Πk en πk

(
Sk(s)

)
.

3. σk es la aplicación “tiempo de paso” de Σk a Πk (i.e., por el vértice ak).

4. τk es la aplicación “tiempo de paso” Πk a Σk+1.



II. Desarrollo asintótico del tiempo de paso por un vértice:

El tiempo de paso por un vértice viene dado por

σ(s) =

∫

Cs

1

xmyng(x, y)

dx

x

donde Cs := {(x, y) : y = (s/x)λ, s 6 x 6 1}.

Más en general, dados i, j ∈ Z y una función C∞ positiva F, estudiamos

V (s) :=

∫

Cs

xiyjF (x, y)
dx

x
.

i − λj < 0 Ponemos F (x, y) = F (0, y) + xG(x, y) y entonces

V (s) = sλj

∫ 1

s

xi−λjF
(
0, (s/x)λ

)dx

x︸ ︷︷ ︸
A(s)

+

∫

Cs

xi+1yjG(x, y)
dx

x︸ ︷︷ ︸
B(s)

.

Con el cambio u = s/x obtenemos

A(s) = si

∫ 1

s

uλj−iF (0, uλ)
du

u

= si

∫ 1

0

uλj−iF (0, uλ)
du

u
− si

∫ s

0

uλj−iF (0, uλ)
du

u

y utilizando el desarrollo de Taylor de y 7−→ F (0, y) en y = 0 concluimos que

Â(s) = αsi +
∑

k>j βks
λk. Se puede mostrar por otro lado que B(s) = o

(
si
)
.

i − λj = 0 Poniendo F (x, y) = F (0, 0) + xg1(x) + yg2(y) + xyG(x, y),

V (s) = −G(0, 0)si log s + si

∫ 1

s

(
g1(u) + uλ−1g2(u

λ)
)
du

︸ ︷︷ ︸
A(s)

+

∫

Cs

xi+1yj+1G(x, y)
dx

x︸ ︷︷ ︸
B(s)

.

Igual que antes se puede mostrar que Â(s) = αsi +
∑

k>i+1 βks
k +

∑
k>j+1 sλk y

que B(s) = o
(
si
)
.

i − λj > 0 Se reduce al primer caso con (x, y) 7−→ (y, x).



Hipótesis B Los vértices del policiclo desingularizado P̃ son sillas hiperbólicas

orbitalmente Cω linearizables. Más concretamente, en un entorno de cada vértice

existe un difeomorfismo Φ anaĺıtico tal que

X̃ = Φ∗

(
xmyng(x, y)

(
x∂x − λy∂y

))
,

donde m, n ∈ Z, λ > 0 y g es una función anaĺıtica positiva.

Teorema 4 (Saavedra). Si (X,P) verifica la hipótesis B entonces las series T̂

y T̂ ′ convergen absoluta y uniformemente a T y T ′ respectivamente.

Observación La hipótesis B se verifica si el campo X tiene una integral primera

de tipo Darboux I = fγ1

1 fγ2

2 . . . fγr

r con γi ∈ Q y fi ∈ R[x, y]. �

Corolario 2. Si X tiene una integral primera racional entonces no se acumulan

periodos cŕıticos en el policiclo.

Observación Por lo que respecta al desarrollo asintótico, falta considerar los

casos en los que algún vértice del policiclo desingularizado P̃ sea una silla hi-

perbólica no linearizable o un punto cŕıtico semi-hiperbólico. En el primer caso

λ ∈ Q y poniendo λ = p/q con (p, q) = 1, la silla es equivalente a

qx
(
1 + αuk

)
∂x − py

(
1 + βuk

)
∂y

para algún k ∈ N y donde u := xpyq. �
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5. C. Christopher, P. Mardešić y C. Rousseau, Normalizable, integrable, and

linearizable saddle points for complex quadratic systems in C2, J. Dynam.

Control Systems 9 (2003), 311–363.



Número y disposición de periodos cŕıticos

Para fijar las ideas, sea P (x) = 1
2 x2 + β3x

3 + β4x
4 + . . . + βn+1x

n+1 con βn+1 6= 0

y consideremos el sistema Hamiltoniano asociado a H(x, y) = 1
2 y2 + P (x), i.e.,

{
ẋ = y,

ẏ = −P ′(x).

El punto cŕıtico en el origen es un centro no degenerado y su función de periodo,

utilizando el nivel de enerǵıa como parametrización, viene dada por

T (h) =

∫

γh

dx

y
,

donde γh es la componente de H = h dentro de A.

La derivada de una integral abeliana
∫

γh

ω se puede calcular integrando sobre la

misma curva otra 1-forma θ llamada derivada de Gelfand-Leray. Más concreta-

mente, denotando con Λk el conjunto de k-formas de C[x, y]:

Lema 1. Para cualquier H ∈ C[x, y], si ω, θ ∈ Λ1 verifican dω = dH∧θ entonces

d

dh

∫

γh

ω =

∫

γh

θ

para todo óvalo γh ⊂ {H = h}.

Observación (a) La identidad dω = dH ∧ θ explica la notación θ =
dω

dH
. En

general esta división no es posible dentro de Λ1, pero siempre se puede dividir

dω entre dH con un resto.

(b) Bajo ciertas condiciones este resultado también es válido cuando θ es sólo

meromorfa. Por ejemplo, si H(x, y) = 1
2 y2 + P (x) entonces

d

dh

∫

γh

ydx =

∫

γh

dx

y
,

i.e., el periodo es la derivada del área.

�



Teniendo presente esta observación, tomando

Ii(h) =

∫

H=h

ωi con ωi := xi−1ydx,

encontraremos primero un sistema de Picard-Fuchs para I =
(
I1, . . . , In

)t
.

Hdωi =

(
1

2
y2 + P (x)

)
xi−1dy ∧ dx =

(
1

2
xi−1yHy + xi−1P (x)

)
dy ∧ dx

= ai(x)dy ∧ dx +

(
bi(x)dy −

1

2
xi−1ydx

)
∧ dH

=
n∑

j=1

aij xj−1dy ∧ dx +

(
dFi −

i∑

j=1

bij xj−1ydx −
1

2
ωi

)
∧ dH

=
n∑

j=1

aij dωj + dH ∧

(
1

2
ωi +

i∑

j=1

bij ωj − dFi

)

De este modo, debido a que Hdωi = d
(
Hωi

)
− dH ∧ ωi, obtenemos

d

(
Hωi −

n∑

j=1

aij ωj

)
= dH ∧

(
3

2
ωi +

i∑

j=1

bij ωj − dFi

)
.



Usando la derivada de Gelfand-Leray tenemos

d

dh

∫

γh

(
Hωi −

n∑

j=1

aij ωj

)
=

∫

γh

(
3

2
ωi +

i∑

j=1

bij ωj − dFi

)

y por tanto

d

dh

(
hIi −

n∑

j=1

aij Ij

)
=

3

2
Ii +

i∑

j=1

bijIj.

Derivando obtenemos

hİi −
n∑

j=1

aij İj =
1

2
Ii +

i∑

j=1

bijIj, para i = 1, . . . , n.

En resumen, expresado matricialmente,

(2)
(
hId − A

)
İ(h) =

(
1
2 Id + B

)
I(h),

donde

I =
(
I1, . . . , In

)t
A =

(
aij

)
B =

(
� 0

bij �

)

Observación (a) Los coeficientes de las matrices A y B se obtienen de la

división xi−1P (x) = bi(x)P ′(x) + ai(x) poniendo

ai(x) =
n∑

j=1

aijx
j−1 y b′i(x) =

i∑

j=1

bijx
j−1.

(b) Si x0 ∈ C es un punto cŕıtico de P y h0 = P (x0) entonces
(
1, x0, x

2
0, . . . , x

n−1
0

)t

es un vector propio de A de valor propio h0.

(c) El sistema de Picard-Fuchs İ(h) = R(h)I(h) se obtiene de (2) multiplicando

por
(
hId − A

)−1
. Aśı R(h) es una matriz racional que, por la observación

anterior, si H es una función Morse entonces tiene sólo polos simples.

(d) Las propiedades de R se estudian para obtener cotas uniformes del numero

de ceros de ciertas integrales abelianas (Tangential Hilbert 16th problem).

�



Para estudiar la función de periodo tomamos

Li(h) =

∫

γh

θi con θi :=
xi−1dx

y
i = 1, . . . , n.

Entonces, debido a que dωi = dH∧θi, se verifica L̇i = Ii y derivando el sistema (2)

obtenemos
(
hId − A

)
L̇(h) =

(
B − 1

2 Id
)
L(h) con L :=

(
L1, . . . , Ln

)t
.

Esto es,

(3) L′(h) = F(h)L(h) donde F(h) :=
(
hId − A

)−1(
B − 1

2 Id
)
.

Igual que antes F(h) es una matriz n × n racional.

Finalmente queremos pasar de este sistema diferencial lineal n-dimensional a una

ecuación diferencial lineal de orden n que tenga T (h) = L1(h) como solución.

Una manera de hacer esto es el siguiente. Derivando sucesivamente la relación (3)

concluimos que

(4) L(k)(h) = Fk(h)L(h)

donde Fk es una matriz n × n definida de manera recursiva mediante

Fk(h) = Fk−1
′(h) + Fk−1(h)F(h) con F0 = Id.

Notar que si vk ∈ Cn es la primera fila de la matriz Fk entonces de (4)

(5) T (k)(h) =<vk(h), L(h)> .

Por otro lado, debido a que {v0, v1, . . . , vn} es un sistema linealmente depen-

diente, tenemos que

p0(h)v0(h) + p1(h)v1(h) + . . . + pn(h)vn(h) = 0 ∈ Cn

para ciertos pi ∈ C[h]. Por tanto de (5) concluimos que

0 = pn(h)<vn(h), L(h)> + . . . + p0(h)<v0(h), L(h)>

= pn(h) T (n)(h) + . . . + p1(h) T ′(h) + p0(h) T (h).



Ejemplo

Para el sistema potencial asociado a P (x) = 1
2 x2 + a

4 x4 + b
6 x6 obtenemos

(6) p2(h)T ′′(h) + p1(h)T ′(h) + p0(h)T (h) = 0,

donde los coeficientes pi son los polinomios

P2(h) =
(
12abh + 16b − 3a2

)(
144b2h2 + 12a(6b − a2) h + 16b − 3a2

)
h,

P1(h) = 3456ab3h3 + 144b(48b2 − 3a2b − a4)h2 + 24a(6b − a2)(16b − 3a2)h + (16b − 3a2)2,

P0(h) = 384ab3h2 + b(80b − 3a2)(16b − 3a2)h + 3

4
a(16b − 3a2)2.

Considerando x(h) :=
T ′(h)

T (h)
pasamos de la ecuación de segundo orden (6) a

p2(h)x′(h) + p2(h)x2(h) + p1(h)x(h) + p0(h) = 0,

y por tanto ahora el objetivo es estudiar los ceros de h 7−→ x(h). En lugar de

esta ecuación de Ricatti estudiamos un sistema autónomo equivalente:
{

ḣ = −p2(h),

ẋ = p2(h)x2 + p1(h)x + p0(h).

La idea consiste en primero identificar cual de las soluciones de este sistema

se corresponde con la función de periodo, y luego estudiar cuantos veces esta

solución corta con x = 0.
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