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Problema de monodromia

Sea el sistema x = F(x), F € C¥(U), U entorno de O en el
plano, F(0) = 0, O un equilibrio aislado

Problema de Monodromia. (Seidenberg, Dumortier, Andreey,
Mevdeveva). Mediante Blow-ups

(o i
No monodrémico Monodrémico

Distinguir un centro de un foco es el problema del centro
(Poincaré)
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Descomposicion conservativa-disipativa

Dado un tipot = (t;, 1) y un campo F, € Q! existen unos
Unicos polinomios j1 € Pt y h € P! Y tales que

F = Xp+ uDo,

donde Dy = (tix, by)", X = (_gi}j, IMT. Ademas:

'LL = r+|t|le (Fr) y h DO VAN Fr

r+|t|

Ejemplo
2
Fi= < b{(3++a)c(xy > € QSLZ) entonces F, = Xy, + uDg donde
_ DgAF bx*+(c—2a)x?y— 2y
Do:<x> h_dﬂrgﬂ_x ¢
2y po= lf\ii(-\d) _ 2azrcx

A. Algaba, C. Garcia El problema de centro. Una visién desde la forma normal



Problema de monodromia y problema de centro
Centros no degenerados

Centros nilpotentes

Centros degenerados

Problema de Monodromia

Dado un campo vectorial analitico y fijado un tipo
F=F +-- = (Xp +p1Do) +---

Mediante un cambio de variables y del tiempo, F se transforma
en

G=Xy—+ Zuj‘Do, (H = hy + - -- polinomial)

i=1

Problema abierto

Dar condiciones sobre el Hamiltoniano polinomial H para que
el campo vectorial F sea monodrémico
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Problema del centro

Si x = F(x) posee un centro en O, mediante un cambio lineal y
un escalado en el tiempo, el sistema se transforma en:

x = —y+P(xy)
{ Vo= x+Qxy) (No degenerado)

x = y+P(xy) -

{y _ Qx.y) (Nilpotente)
X = P(va)

{y — Qx.y) (Degenerado)

donde P, Q = O(||x, y||?).
@ Problema de caracterizacién tedrica de centros.
@ Problema de cédmputo (Calcular familias de centros).
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Caracterizacion teérica de centros

Teorema (Condicién necesaria y suficiente (Mazzi y Sabatini,

JDE 87))

F tiene un centro en O < 3 | € C>°(U), (flat en O), integral
primera de F.

Definicion (Integral primera)

I € C° es una integral primera de F sobre U, si todas las érbitas
de x = F(x) estan sobre las curvas de nivel | = cte. Si | € C'
entonces VI-F = 0.
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Condiciones necesarias de centro

Teorema (Mazzi y Sabatini, JDE 87)

F tiene un centro en O = 3V € C*(U), (flat en O), factor
integrante inverso de F.

Definicion (factor integrante inverso)

V € C' es un factor integrante inverso (f.i.i.) de F sobre U si
V£ZOyVV.-F—dv(F)V=0.

Teorema (Giné y Peralta, JDE 2012)

F tiene un centro en O = 3G € C*(U), (flaten O), G
transversal aF en U, . € C*°(U), (flat en O), tal que
[F,G] = uF. (G es una simetria de Lie de F)
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Centro no degenerado

Teorema

El sistema < ; ) = ( _Xy > + ... tiene un centro en O & se

cumple alguna de las siguientes condiciones

1) Existe una integral primera formal (analitica)
| = x? + y? + ..., (Poincaré-Lyapunov)

2) 3V ec¥(U) fii, V(0) # 0 (Reeb 52)

3) 3G = < ; > +---eC¥(U), u e c¥(U), tal que
[F,G] = uF. (Algaba, Freire y Gamero 2000).

4) F es reversible, (existe un cambio formal de
variables que lo transforma en Ry-reversible,
invariante a (x,y,t) — (—x,y,—t))
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Forma normal del centro no degenerado

Teorema

La forma normal de ( ; > =F(x,y) = ( _xy ) +... es

< ; > = G(x, y) donde

@ G = (1+ g(h))Xy + f(h)Dy, (bajo conjugacion)
@ G = X, + f(h)Dy, (bajo equivalencia)

donde h(x,y) = ngyz, D = ( ; > y f(h), g(h) son series

formales en funcién de h con f(0) = g(0) = 0.
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Teorema

Sea F no degenerado.
F tiene un centro en O & F es integrable formalmente

Demostracion: Sea G = X, + f(h)Dy, la forma normal
C>-equivalente de F. Considero la rotacion de G sobre X, es
decir

GAXp = f(h)DoAXp=(r+[t))f(h)h > 0(<L0)
es cero si f(h) = 0.

G tieneuncentroen O < f(h)=0
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Problema de computo de centros no degenerados

Todos estos resultados nos permiten construir un algoritmo
para el calculo de centros no degenerados en familias
polinomiales.

Si F es polinomial, La condicion de centro es solucion
algebraica (N° finito de pasos). (Teorema de la base de Hilbert)

Célculo de la aplicacién de Poincaré I € C¥ (es analitica) |
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Algoritmo de Poincaré-Lyapunov

Seal=h+3 .1l l€ 9’/(-1’1), F=Xn+2>0F

(VI-F) =

Considerando los operadores
b 1 PL— P
pk — Vg - Xp.
Se puede expresar

{

k—1 k—1
Vik-Xn+ Y Vil -Fej=t (k) +Y_ V- Fij
j=2 j=2

Sus corrangos son:
Cor (lpj) =< W >

VI-F = ghf+....

Siar #0 — O esfoco
Siax=0 +— VI -F=agh+14...
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Familias con centro no degenerado

Centros cuadraticos (Dulac, Kapteyn y Zoladek)

Calculan los centros del sistema z = iz + Az2 + Bzz + CZ°,
z,A,B,CeC

Centros cubicos simétricos (Sibirskii y Zoladek)

Calculan los centros del sistema
z=iz+ Az + Bz?z+ Czz° + DZ%,z,A/B,C,D € C

Problema abierto

No se conocen los centros de la familia (cubicos)
z2=iz+ Az? + Bzz + Cz? + Dz® + Ez?Zz + FzZ? + GZ8,
z,A,B,C,D,E,F,GeC

v
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Campos nilpotentes monodrémicos

Proposicién (Preforma normal)

Sea x = F(x) nilpotente, i.e., F(Xx) = ( g ) + ---. Existe un

cambio de variables que lo lleva a x = G(x) donde G

° G:(X{n)+-..,t:(2,2n+1)

e G= ( ox2041 4 (04 1)ax2y +--,t=(,n+1),

ce{-1,0,1},deR, 02 +d?>#0

Proposicién (Campos nilpotentes monodrémicos (Andreev))

Si F es nilpotente y monodromico. Entonces F es

- _ y +oxm!
C conjugadoaG_(_X2n+1+(n+1)dxgy +---,deR
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Caracterizacion de los centros nilpotentes

Ninguna de las propiedades que caracterizan los centros no
degenerados sirven para los centros nilpotentes

F centro no degeneradoenO < 3 /eC¥, VI-F=0

F_ < _})’(3 > gy < 2’; > es monodrémico y Ry-reversible

(invariante a (x, y, t) — (—x, y, —t), por tanto centro, pero no es
formalmente integrable ya que no es posible llevarlo a un
campo hamiltoniano.

Teorema (Algaba, Gamero, Garcia, Nonlinearity 2009 )

SeaF =X, +vDgconXp e O, v € @)~ Cor (¢;), y todos los
factores de h sobre C|x, y| son simples.
F es formalmente integrable < v = 0.
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contraejemplo

F centro no degenerado en O < 3 V, f.i.i. V(0) # 0.

F centro no degenerado en O < 3 G, u, [F, G] = uF (Simetria
de Lie),

. y s X . ) ,
F= < 5 > + X ( 3y ) es monodromico y Rx-reversible,

por tanto centro, pero no existe un f.i.i. formal ni una simetria
de Lie formal para este campo vectorial.
(Algaba, Garcia, Reyes, Chaos, Solitén & Fractal 2012)
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Caracterizacion de los centros nilpotentes

F centro no degenerado en O < F es reversible,
(contraejemplo)

X .
F = < _})/(5 ) + (a1y + axx®) < 3y >,Va1,a2 es centroy si

ajac # 0 NO es reversible. (No existe un cambio de variables
que lo lleve a Ry o Ry-reversible, Unicas involuciones lineales
de la parte principal).

Proposicién (Centros semicuasihomogéneos)

Sea F = Xp, + uxDo, X», monodromico, i € Pt,.
OesuncentrodeF < [, k=0
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Forma normal del centro nilpotente

Teorema (Forma normal bajo equivalencia)

La forma normal de ( ; ) =F(x,y)=Fp+---,

Fn= e es
"7\ x4 (n+1)dx"y )’

(;)=n+Mnmm,

donde h(x,y) = — X2ty g ( : X . )

2n+2 n-+ |
2n 2n
p= > aix'+> x'hfi(h), f; son series formales en funcion
i=n+1 i=0
de h con £;(0) =
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Caracterizacion de los centros nilpotentes

Teorema (Berthier y Moussu)

Sea F un campo nilpotente y monodroémico.
F tiene centro en O < F es formalmente orbitalmente reversible

Demostracion: La forma normal C*°-equivalente es

G = X + Do, Xp = (Y, — X2 )T- Considero p = Hpar + Himpar
Y Grever = Xp + ttimparDo- Grever € monodromico y Ry-reversible
= O es centro. Considero la rotacién de G sobre Geyer €S decir

GAGrever = (Grever + MparDO) N Grever = Hpar (DO A Grever)
= (r+t))pparh >0 (< 0)

es cero en x = 0 (conjunto de medida nula).
Oescentrode F < fipgr =0 [
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Teorema (Gasull y Torregrosa (método de Cherkas))
El origen del sistema

x\ y N ajxy + apx29+2
y - _X4q+1 b1 y2 + b2X2q+1y + b3X4q+2 )
posee un centro en el origen en los siguientes casos:

a) by =—ay,a =0, b3 = aj.
a; = by = by =0, (reversible x — —x, t — —1).

)
) @a =bo=0, (reversibley — —y, t — —t).
d) ai +2by =0, bo = -2(q+ 1)a.
) a =0, b3:—%a1,b1 :@31,a1b2750.
) a =0, by = —2ay, by :2(q+1)a1,a1b27é0.
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Campos Degenerados Monodrémicos

@ No es facil caracterizar la monodromia de un campo con 2
0 mas caras en el poligono de Newton

@ La aplicacion de Poincaré de un campo monodrémico no
es en general analitica ni siquiera suficientemente
derivable.

M(x) = Vix + o(x)

V4 = 1 es condicién necesaria de centro.

Algunos autores calculan V4 para campos monodrémicos
degenerados, (Medvedeva 1992), (Gasull, Llibre, Mafosa,
Manosas, Nonlinearity 2000).

@ El problema de centro para campos polinomiales
degenerados no es resoluble algebraicamente
(HNlyashenko) y (Zoladek, LLibre)
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Ejemplo centro degenerado No orbital reversible

Resumen: Sea F no degenerado o nilpotente.

F tiene centro en O < F es formalmente orbitalmente
equivalente.

Proposicién (Algaba, Garcia, Giné JDE 2014)
El sistema 5 3
X\ y° +2ax°y 4 o [ 2X
< y > = ( —XS —33X2y2 > T (OAX —i—ﬂxy ) < 3y con
af # 0, no es ni orbital reversible ni C* -integrable Sin embargo

existena, f € R\ {0} yunae R\ {0}, |a] < = ta/ que el
origen del sistema es un centro
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Demostracion

monodromia

O es monodrémico si h no tiene factores reales en C|x, y], i.e.
i A
si|al < 7

centro semlcuasmomogeneo

O es centro Si y solosi [, .pu= aG1 (a) + 5Gz(a) = 0, donde
fh cteX G2 a) fh cte
Proposmon (Cond. suf. de No orbital reversibilidad)

@ Existencia de una curva invariante C(x,y) = h+--- con
cofactor K

\

@ SiF es simétrico existe otra curva invariante simétrica a
C(—x, y) con cofactor —K(—x, y)

@ C(x,y) = C(—x,y) por tanto K(x,y) = —K(—x, y) lo cual
da lugar a una contradiccion.
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Campos degenerados mas simples

Dado el desconocimiento del problema de centro para campos
degenerados, estudiamos el problema para las familias mas
simples de campos vectoriales monodromicos degenerados,
campos con una Unica cara en su poligono de Newton

Proposicién

SeaF =F, + --- monodrdmico, 1 cara en D. Newton y F, no
contiene parametros = problema de centro es
algebraicamente resoluble

Proposicién (Forma normal)

SeaF =F, + --- con una unica cara en su diagrama de
Newton = la forma normal de F bajo equivalencia es:

F. + Xy + uDg, H polinomio, ;. serie formal
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Ejemplos

estudiamos el problema de centro para las dos familias mas
simples de campos vectoriales monodrémicos degenerados

con una cara en su poligono de Newton
3

° F:F2+...,F2:<_Xy3 >€Qt,t:(1,1)a H = 0.

.3

Ya en el problema de la integrabilidad analitica estas dos
familias tienen distintos comportamientos.

A. Algaba, C. Garcia El problema de centro. Una visién desde la forma normal



Problema de monodromia y problema de centro
Centros no degenerados

Centros nilpotentes

Centros degenerados

Integrabilidad de (—y3, x3) + - - -

Teorema

3
SeaF = }; + -

N
>
~_

F es C“-integrable < se cumple alguna de las siguientes
condiciones

o F es formalmente equivalente a (—y3, x3)7.
@ 3V fii. formal de F con V(0) # 0.

° HG:(X’y)TjL... ,w=1+--- formales tal que
[F, G] = F.

Sin embargo el campo F = (—y3,x%)7 + ... ya no cumple, en
general, ninguna de las propiedades anteriores.
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Fabrica de centros

Existen algoritmos para construir centros degenerados:

@ Centros integrables (son orbitalmente equivalentes a un
centro Hamiltoniano)

@ Centros orbitalmente equivalentes a un centro
semicuasihomogéneo

@ Centros orbitalmente reversibles ( Incluye a todos los
nilpotentes y no degenerados).
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Conclusiones

@ No se conoce ninguna caracterizacion de centro para la
familia (—y®3, x3)7 + -

@ No se han encontrado buenas coordenadas para estudiar
el problema de centro ¢ Existen?

@ Se necesitan nuevas teorias para abordar el problema de
centro.

@ El problema de centro es un problema para el futuro.

Muchas gracias por vuestra atencion
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