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Problema |

Motivacion

El objetivo es estudiar la estabilidad global de sistemas de la
forma

Xt+1 = Xtg(Xt), (1)
donde
e g:lab]l - R, ge C (a,b),0 < a<b < oo (acotado o no acotado),
e g'(x) < 0 para todo x (dindmica compensatoria),
e g(b) <1< g(a) (3 equilibrio positivo, x*).
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Motivacion

El objetivo es estudiar la estabilidad global de sistemas de la
forma

Xt+1 = Xtg(Xt), (1)
donde
e g:lab]l - R, ge C (a,b),0 < a < b < oo (acotado o no acotado),
e g'(x) < 0 para todo x (dindmica compensatoria),
e g(b) <1< g(a) (3 equilibrio positivo, x*).

El método “enveloping” de P. Cull permite estudiar la estabilidad
global de (1). Diremos que una funcién ¢(x) envuelve a xg(x) si

¢(q) > xg(x), x <X,
¢(x) <xg(x), x>x".
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Motivacion

Corolario 2 en Cull, P. (2005)

Asumir, tras normalizacion si es necesario, que x* = 1. Si
existe o € [0,1) tal que la funcidn

1-ax

pa(X) = o= (20 - )x

envuelve a xg(x), entonces x* = 1 es globalmente asinténti-
camente estable (G.A.S.) para (7).
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Problema |

Motivacion

Corolario 2 en Cull, P. (2005)

Asumir, tras normalizacion si es necesario, que x* = 1. Si
existe o € [0,1) tal que la funcidn

1-ax

pa(X) = o= (20 - )x

envuelve a xg(x), entonces x* = 1 es globalmente asinténti-
camente estable (G.A.S.) para (7).

Problema: « se debe ajustar para cada sistema y en el caso de
modelos puede cambiar con los parametros.
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Problema |

Motivacion

E. Liz en 2007 obtuvo una condicidn alternativa que evita
determinar « para el caso de dominio no acotado (b = ~).
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Problema |

Motivacion

E. Liz en 2007 obtuvo una condicidn alternativa que evita
determinar « para el caso de dominio no acotado (b = ~).
Mediante el cambio de variable y; = In(x;) estudio el sistema
topoldgicamente conjugado

Yee1 = Yt +h(n), (2)
donde h = Inog o exp (notar que h’ < 0).
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Problema |

Motivacion

E. Liz en 2007 obtuvo una condicidn alternativa que evita
determinar « para el caso de dominio no acotado (b = ~).
Mediante el cambio de variable y; = In(x;) estudio el sistema
topoldgicamente conjugado

Yee1 = Yt +h(n), (2)
donde h = Inog o exp (notar que h’ < 0).

Corolario 2.7 en Liz, E. (2007)

Sih es C3 y tiene derivada schwarziana negativa en todo su
dominio, i.e.,

3(h//)2 S 2h/h”/,
entonces la estabilidad local del equilibrio positivo de (1)
implica su estabilidad global.

Juan Segura Estabilidad global y estructura de bifurcacién degenerada de sistemas 1D discretos



Problema |

¢2-ciclos no triviales?

Proposicién 1 (*)

Juan Segura

Asumirque f: 1 C R — R es continua. Si x* es un equilibrio

de la ecuacién x4 = f(x¢), los siguientes enunciados son
equivalentes:
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Asumirque f: 1 C R — R es continua. Si x* es un equilibrio

de la ecuacién x4 = f(x¢), los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. x* es un atractor global.
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¢2-ciclos no triviales?

Proposicién 1 (*)

Juan Segura

Asumirque f: 1 C R — R es continua. Si x* es un equilibrio

de la ecuacién x4 = f(x¢), los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. x* es un atractor global.
2. f@(x) > x six < x*yfA(x) < x si x> x*.
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¢2-ciclos no triviales?

Proposicién 1 (*)

Asumirque f: 1 C R — R es continua. Si x* es un equilibrio

de la ecuacién x4 = f(x¢), los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. x* es un atractor global.
2. f@(x) > x six < x*yfA(x) < x si x> x*.

*Elaidy, S. “An introduction to difference equations”, 3a. ed.,
Springer, New York, 2005.

Juan Segura
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Problema |

¢2-ciclos no triviales?

Proposicion 1 (

Asumirque f: 1 C R — R es continua. Si x* es un equilibrio

de la ecuacién x4 = f(x¢), los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. x* es un atractor global.
2. f@(x) > x six < x*yfA(x) < x si x> x*.

*Elaidy, S. “An introduction to difference equations”, 3a. ed.,
Springer, New York, 2005.

Aplicando este resultado a (2) obtuvimos una condicién
alternativa para la estabilidad global.
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¢2-ciclos no triviales?

Asumir y < y* = h™1(0) y tomar u = h(y) > 0.
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¢2-ciclos no triviales?

Asumir y < y* = h™1(0) y tomar u = h(y) > 0.

(id+h)@@) >y
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¢2-ciclos no triviales?

Asumir y < y* = h™1(0) y tomar u = h(y) > 0.

(id+h) @) >y < y+h@y) +h(y + h(y)) > y
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¢2-ciclos no triviales?

Asumir y < y* = h™1(0) y tomar u = h(y) > 0.

(id+h) @) >y < y+h@y) +h(y + h(y)) > y
& h(y +h(y)) > -h(y)
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¢2-ciclos no triviales?

Asumir y < y* = h™1(0) y tomar u = h(y) > 0.

(id+h) @) >y < y+h@y) +h(y + h(y)) > y
& h(y +h(y)) > -h(y)

e h ) +u>h"(-u)
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Problema |
¢2-ciclos no triviales?

Asumir y < y* = h™1(0) y tomar u = h(y) > 0.

(id+h)@(y) >y < y+hy) +h(y +h(y)) >y
& h(y +h(y)) > —h(y)
e h ) +u>h"(-u)
SO

-~

o(u)
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Problema |
¢2-ciclos no triviales?

Asumir y < y* = h™1(0) y tomar u = h(y) > 0.

(id+h)A(y) >y < y+h(y) +hy +h@y) >y
& h(y +h(y)) > —h(y)
e h N u)+u>h"(-u)
L h 1(—u>u—h 0N
o(u)

Igualmente, (id + h) @(y) < y equivale paray > y* a o(u) > 1.
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¢2-ciclos no triviales?

Asumir y < y* = h™1(0) y tomar u = h(y) > 0.

(id+h)@(y) >y < y+hy) +h(y +h(y)) >y
& h(y +h(y)) > —h(y)
e h N u)+u>h"(-u)
M0 - h )
u
o)
Igualmente, (id + h) @(y) < y equivale paray > y* a o(u) > 1.

El término o(u) esta definido para u € (=¢, ¢)\{0} con
¢ = min{-inf h, sup h}, y podemos extenderlo por continuidad a
u = 0 tomando

0" iy
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Problema |

Estabilidad segun la grafica de

Definimos la funcién o: (¢, ¢) — R dada por

h_1(_U)u_h_1(U)' u+0,

-2
/(y*)'

o(u) =

u=0.

>
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Problema |

Estabilidad segun la grafica de

Definimos la funcién o: (¢, ¢) — R dada por

h—1 _ _h—1
( U)u (U)' u<0,
-2
h/(y*)'
Es facil ver que esta funcién es positiva, pary
I(id + h)' (y")| < 1 = o(0) > 1.

o(u) = u=0.
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Problema |

Estabilidad segun la grafica de

Definimos la funcién o: (¢, ¢) — R dada por

h—1 _ _h—1
( U)u (U)' u<0,
-2
h/(y*)'
Es facil ver que esta funcién es positiva, pary
I(id + h)' (y")| < 1 = o(0) > 1.

Teorema 2

a) y*esL.A.S. sic(0) > 1, einestable si o(0) < 1.

o(u) = u=0.
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Problema |

Estabilidad segun la grafica de

Definimos la funcién o: (¢, ¢) — R dada por

h™'(-u)-h""(u)
O'(u) = { u o u 7/ 0'

-2 -
W, U - 0.
Es facil ver que esta funcién es positiva, pary

I(id+h) (y) <1< o(0) > 1.

Teorema 2

a) y*esL.A.S. sic(0) > 1, einestable si o(0) < 1.
b) y* es G.A.S. siy solo si o(u) > 1 para todo u 7 0.
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Estabilidad segun la grafica de

Algunos ejemplos:

Inestable L.A.S. pero no G.A.S. G.AS.
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Condicion suficiente de estabilidad global

Para garantizar que el equilibrio de (2) es G.A.S. basta con que
e 5(0) >1.
¢ ¢ alcanza su minimo absoluto en u = 0.

o(u)
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Problema |

Condicion suficiente de estabilidad global

Proposicion 3

Sih € ¢3(domh), (id+h)’ (y*)| < 1y (h™1) es estrictamente
concava en su dominio, entonces y* es G.A.S.
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Condicion suficiente de estabilidad global

Proposicion 3

Sih € ¢3(domh), (id+h)’ (y*)| < 1y (h™1) es estrictamente
concava en su dominio, entonces y* es G.A.S.

Demostracion:
La condicidn |(id + h)'(y*)| < 1 equivale a o(0) > 1.
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Condicion suficiente de estabilidad global

Proposicion 3

Sih € ¢3(domh), (id+h)’ (y*)| < 1y (h™1) es estrictamente
concava en su dominio, entonces y* es G.A.S.

Demostracion:

La condicidn |(id + h)'(y*)| < 1 equivale a o(0) > 1.

Consideremos ¥(u) = u(c(u) - o(0)) = h™1(-u) - h™1(u) + h%‘/’*).
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Condicion suficiente de estabilidad global

Proposicion 3

Sih € ¢3(domh), (id+h)’ (y*)| < 1y (h™1) es estrictamente
concava en su dominio, entonces y* es G.A.S.

Demostracion:

La condicidn |(id + h)'(y*)| < 1 equivale a o(0) > 1.
Consideremos ¥(u) = u(a(u) = o(0)) = h™1(-u) - h™(u) + ~2{

h'(y)”
° L[//”(U) = _(h—‘l)///(_u) - (h—1)///(u) >0 Vu.
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Condicion suficiente de estabilidad global

Proposicion 3

Sih € ¢3(domh), (id+h)’ (y*)| < 1y (h™1) es estrictamente
concava en su dominio, entonces y* es G.A.S.
Demostracion:
La condicidn |(id + h)'(y*)| < 1 equivale a o(0) > 1.
Consideremos ¥(u) = u(c(u) - o(0)) = h™1(-u) - h™1(u) + h%‘/’*).
° L[//”(U) — _(h—‘l)///(_u) _ (h—1)///(u) >0 Vu.
e y"(0)=0=v¥"(u)-u>0Vvu 70,
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Condicion suficiente de estabilidad global

Proposicion 3

Sih € ¢3(domh), (id+h)’ (y*)| < 1y (h™1) es estrictamente
concava en su dominio, entonces y* es G.A.S.

Demostracion:
La condicién |(id + h)'(y*)| < 1equivale a o(0) > 1.
Consideremos ¥(u) = u(o(u) - o(0)) = h™'(-u) - h () + h%/l*)'
o w"(u) = —(h™1)"(-u) - (h~1)"(u) > 0 Vu.
e ¥"(0)=0= ¥"(u)-u>0vu70,
e ¥/(0)=0= ¥(u)>0Vu 70,
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Condicion suficiente de estabilidad global

Proposicion 3

Sih € ¢3(domh), (id+h)’ (y*)| < 1y (h™1) es estrictamente
concava en su dominio, entonces y* es G.A.S.

Demostracion:

La condicién |(id + h)'(y*)| < 1equivale a o(0) > 1.
Consideremos ¥(u) = u(o(u) - o(0)) = h™'(-u) - h () + h%/l*)'
@ (u) = =(h™1"(-u) - (h™1)"(u) > 0 Vu.

v"(0) =0 = ¥"(u)-u>0Vu 70,

¥'(0)=0= ¥'(u) >0 Vu 70,

w(0)=0= ¥(u) -u>0Vvu 0.
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Condicion suficiente de estabilidad global

Proposicion 3

Sih € ¢3(domh), (id+h)’ (y*)| < 1y (h™1) es estrictamente
concava en su dominio, entonces y* es G.A.S.

Demostracion:

La condicién |(id + h)'(y*)| < 1equivale a o(0) > 1.
Consideremos ¥(u) = u(o(u) - o(0)) = h™'(-u) - h () + h%/l*)'
@ (u) = =(h™1"(-u) - (h™1)"(u) > 0 Vu.

v"(0) =0 = ¥"(u)-u>0Vu 70,

¥'(0)=0= ¥'(u) >0 Vu 70,

w(0)=0= ¥(u) -u>0Vvu 0.

Asi, o(u) > o(0) > 1Vu 7 0, con lo que se concluye aplicando el
Teorema 2. |
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Condicion suficiente de estabilidad global

Para h € C3(domh) es

Sty < 3767~ K" (y)
(h™)"(u) TIDE -
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Condicion suficiente de estabilidad global

Para h € C3(domh) es

Sty < 3767~ K" (y)
(h™)"(u) TIDE -

Para h € C3(domh), si 3(h"")2 > h’h"’ entonces la estabili-
dad local del equilibrio de (1) implica su estabilidad global.
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Condicion suficiente de estabilidad global

Para h € C3(domh) es

Sty < 3767~ K" (y)
(h™)"(u) TIDE -

Para h e C3(domh), si 3(h"")2 > h’h""’ entonces la estabili-
dad local del equilibrio de (1) implica su estabilidad global.

Esta condicion es:

e Estrictamente mas débil que la de derivada schwarziana
negativa, 3(h”")2 > 2h'h"".
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Condicion suficiente de estabilidad global

Para h € C3(domh) es

Sty < 3767~ K" (y)
(h™)"(u) TIDE -

Para h e C3(domh), si 3(h"")2 > h’h""’ entonces la estabili-
dad local del equilibrio de (1) implica su estabilidad global.

Esta condicion es:

e Estrictamente mas débil que la de derivada schwarziana
negativa, 3(h”")2 > 2h'h"".

e Aplicable a sistemas con dominios acotados y no
acotados.
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Poblaciéon no controlada

Xt+1 = Xeg(Xq)
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Poblaciéon no controlada
Xt+1 = Xeg(Xq)

e Jl equilibrio positivo,
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Poblaciéon no controlada
Xt+1 = Xeg(Xq)

e Jl equilibrio positivo,
e acumula energia para

reproduccién durante
una estacion.
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Poblacién no controlada Poblacién controlada (Seno, 2008)
Xts1 = Xtg(Xt) Xpa1 = Ouxeg(xe) + (1= 0)uxeg(uxy).

e Jl equilibrio positivo,
e acumula energia para

reproduccién durante
una estacion.
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Poblacién no controlada Poblacién controlada (Seno, 2008)
Xts1 = Xtg(Xt) Xpa1 = Ouxeg(xe) + (1= O)uxeg(uxy).
e 3! equilibrio positivo, u — % poblacion que persiste

e acumula energia para
reproduccién durante
una estacion.
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Poblaciéon no controlada
Xt+1 = Xeg(Xq)

e Jl equilibrio positivo,
e acumula energia para

reproduccién durante
una estacion.

Poblacién controlada (Seno, 2008)
Xpa1 = Ouxeg(xe) + (1= 0)uxeg(uxy).

u — % poblacién que persiste
f# — momento de intervencion
# = 0 — inicio estacién
# =1 — final estacion
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Poblacién no controlada Poblacién controlada (Seno, 2008)
Xts1 = Xtg(Xt) Xpa1 = Ouxeg(xe) + (1= O)uxeg(uxy).
e 3! equilibrio positivo, u — % poblacion que persiste

# — momento de intervencién
f = 0 — inicio estacion
# =1 — final estacidn

e acumula energia para
reproduccién durante
una estacion.

¢G.AS.paraf =0 = G.AS.paraf c (0,1)?
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Poblacién no controlada Poblacién controlada (Seno, 2008)
Xts1 = Xtg(Xt) Xpa1 = Ouxeg(xe) + (1= O)uxeg(uxy).
e 3! equilibrio positivo, u — % poblacion que persiste

# — momento de intervencién
f = 0 — inicio estacion
# =1 — final estacidn

e acumula energia para
reproduccién durante
una estacion.

¢G.AS.paraf =0 = G.AS.paraf c (0,1)?

Cid et al. (2014) lo probaron para Beverton-Holt y cuadratica, y
Franco et al. (2018) para Ricker.
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Poblacién no controlada Poblacién controlada (Seno, 2008)
Xts1 = Xtg(Xt) Xpa1 = Ouxeg(xe) + (1= O)uxeg(uxy).
e 3! equilibrio positivo, u — % poblacion que persiste

# — momento de intervencién
f = 0 — inicio estacion
# =1 — final estacidn

e acumula energia para
reproduccién durante
una estacion.

¢G.AS.paraf =0 = G.AS.paraf c (0,1)?

Cid et al. (2014) lo probaron para Beverton-Holt y cuadratica, y
Franco et al. (2018) para Ricker.

¢Y para otros modelos?
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Otros modelos se obtienen introduciendo un exponente a:

Cuadratica Discretizacién de Richards
g(x) = k(1 -x) g(x) = (1 -x)
Beverton-Holt Maynard-Smith-Slatkin

g()_1+x g()_1+xa

Ricker Bellows
g(x) = ke g(x) = ke™"
Hassell Thieme
0 Gy | 0" ey

Juan Segura
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Para los modelos que incluyen o, la ecuacién de Seno se
corresponde con

X1 =Xt (€9 (x¢") + (b~ ©)g (sx¢")), (3)

parab=u,c=6uys=u*
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Para los modelos que incluyen o, la ecuacién de Seno se
corresponde con

X1 =Xt (€9 (x¢") + (b~ ©)g (sx¢")), (3)

parab=u,c=6uys=u*

Aplicando las mismas ideas expuestas anteriormente,
llegamos al siguiente resultado:
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Para los modelos que incluyen o, la ecuacién de Seno se
corresponde con

X1 =Xt (€9 (x¢") + (b~ ©)g (sx¢")), (3)

parab=u,c=6uys=u*

Aplicando las mismas ideas expuestas anteriormente,
llegamos al siguiente resultado:

Teorema 5

El equilibrio positivo de (3) es G.A.S. siy solo si 0(z) > «
para todo z.
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Aplicacion: estabilidad global y momento de intervencion

Modelo 3! equilibrio pos. Condicion G.A.S.
Bellows, g(x) = ke™*"~ KU > 1 a < 2/In(ku)
Disc. Richards, g(x) = k(1= x%) | ku>1,ax<(1+ a)HTa ru(a-2) <«
Maynard-Smith, g(x) = ] +Kxa KkU>1 kUl -2) < a
Thieme, g(x) = ﬁ KU > 1 (ku)"P(aB - 2) < af
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PROBLEMA I

Estructura de bifurcacion

degenerada para sistemas
bimodales lineales a trozos

J. Segura, F. Hilker y D. Franco. Degenerate period adding
bifurcation structure of one-dimensional bimodal piecewise

linear maps. SIAM Journal on Applied Mathematics, 80:3,
1356-1376, 2020.
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Motivacion

Control limite adaptativo combinado (CALC)
Segura, Hilker & Franco (2019)

[xm = max{min{f(x;), xs/h}, ¢ - xt}J

b y=a/h
l' ‘\ . /!/ — ./I;
P/
P8/ N
VAR NV (€
Yy 517 ---- 7T Aumento
A K A, x

Juan Segura Estabilidad global y estructura de bifurcacién degenerada de sistemas 1D discretos



Problema Il

Motivation

El analisis de las propiedades estabilizadoras de CALC mostré
transiciones abruptas entre diferentes atractores:

100
g ¢
8 80
«
S a0l
S 60
35
© 40
{ e
©
£ 20
kS

0

0.2 0.4 0.6 0.8
Parametro de control, h
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Motivacidon
CALC Lineales a trozos (PWL) bimodales
(1/h)x, 0 <x <Ay, acx+tpug, 0<x<dg,
F) =< f(x),  Ap<x<Ag Fx) = Qamx+pn, de<x<dg,
CX, X > Ap. apxX+upr. x>dg,
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Motivacidon
CALC Lineales a trozos (PWL) bimodales
(17h)x, 0 <x <A, acx+ur,  0<x<dg,
F(x) = F(x) =
CX, X > Ap. aRxX+pur. x>dg,

CALC y las funciones PWL bimodales coinciden en las

ramas externas y para
pr = pr = 0.
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Motivacion

CALC Lineales a trozos (PWL) bimodales
(17h)x, 0 <x <A, acx+ur,  0<x<dg,
F(x) = F(x) =
CX, X > Ap. aRxX+pur. x>dg,

CALC y las funciones PWL bimodales coinciden en las

ramas externas y para
pr = pR = 0.

Cuestion:
Estudiar bifurcaciones de funciones PWL bimodales
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Motivacion

CALC Lineales a trozos (PWL) bimodales
(17h)x, 0 <x <A, acx+ur,  0<x<dg,
F(x) = F(x) =
CX, X > Ap. aRxX+pur. x>dg,

CALC y las funciones PWL bimodales coinciden en las

ramas externas y para
pr = pr = 0.

Cuestion:

Estudiar bifurcaciones de funciones PWL bimodales
1. bajo la restriccion u,p = up =0,
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Motivacion

CALC Lineales a trozos (PWL) bimodales
(17h)x, 0 <x <A, acx+ur,  0<x<dg,
F(x) = F(x) =
CX, X > Ap. aRxX+pur. x>dg,

CALC y las funciones PWL bimodales coinciden en las

ramas externas y para
pr = pr = 0.

Cuestion:

Estudiar bifurcaciones de funciones PWL bimodales
1. bajo la restriccion u,p = up =0,
2. afectando las ramas externas.
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Estructuras de bifurcacion para funciones PWL bimodales

arx+pur, 0<x<dg, I, = [0,d/],
F(x) =< aux+pun, de<x<dg, Irpm = (de,dg),
aRx+pug, Xx>dg, Iz = [d'R' +00).
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Problema Il

arx+pur, 0<x<dg, I, = [0,d/],
F(x) =< aux+pun, de<x<dg, Irpm = (de,dg),
aRx+pug, Xx>dg, Iz = [d'R' +00).

Conforme varian los parametros, bifurcaciones de colision en

el borde (BCB) ocurren cuando 6rbitas periédicas colisionan
cond, odyp.

Juan Segura
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Estructuras de bifurcacion para funciones PWL bimodales

arx+pur, 0<x<dg, I, = [0,d/],
F(x) =< aux+pun, de<x<dg, Irpm = (de,dg),
aRx+pug, Xx>dg, Iz = [d'R' +00).

Conforme varian los parametros, bifurcaciones de colision en
el borde (BCB) ocurren cuando 6rbitas periédicas colisionan
cond, odyp.

Dependiendo de la posicidn de estos ciclos se obtienen
diferentes estructuras de bifurcacién:

Problema Il
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Estructuras de bifurcacion para funciones PWL bimodales

arx+pur, 0<x<dg, I, = [0,d/],
F(x) =< aux+pun, de<x<dg, Irpm = (de,dg),
aRx+pug, Xx>dg, Iz = [d'R' +00).

Conforme varian los parametros, bifurcaciones de colision en
el borde (BCB) ocurren cuando 6rbitas periédicas colisionan
cond, odyp.

Dependiendo de la posicidn de estos ciclos se obtienen
diferentes estructuras de bifurcacién:

e Estructura “Fin”: las tres componentes del dominio
contienen puntos de los ciclos.
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Estructuras de bifurcacion para funciones PWL bimodales

arx+pur, 0<x<dg, I, = [0,d/],
F(x) =< aux+pun, de<x<dg, Irpm = (de,dg),
aRx+pug, Xx>dg, Iz = [d'R' +00).

Conforme varian los parametros, bifurcaciones de colision en
el borde (BCB) ocurren cuando érbitas periddicas colisionan
cond, odyp.

Dependiendo de la posicidn de estos ciclos se obtienen
diferentes estructuras de bifurcacién:

e Estructura “Fin”: las tres componentes del dominio
contienen puntos de los ciclos.

e Estructura “Skew tent map”: solo dos componentes
adyacentes del dominio contienen puntos de los ciclos.
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Estructuras de bifurcacion para funciones PWL bimodales

arx+upr, 0<x<dg I = [0,d]
F(x) = S apx+pupn, de<x<dg, Im = (dg,dgR),
apx+ur, Xx>dp, Iz = [dR'+OO)'

Conforme varian los parametros, bifurcaciones de colision en
el borde (BCB) ocurren cuando 6rbitas periédicas colisionan
cond, odyp.

Dependiendo de la posicidn de estos ciclos se obtienen
diferentes estructuras de bifurcacién:

e Estructura “Fin”: las tres componentes del dominio
contienen puntos de los ciclos.

e Estructura “Skew tent map”: solo dos componentes
adyacentes del dominio contienen puntos de los ciclos.

¢ Estructura de adicion de periodo (PAS): solo las
componentes externas contienen puntos de los ciclos.
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PAS para funciones PWL bimodales. Caso general

Region de periodicidad

Regidn en el espacio de parametros para la que existen ciclos
con todos sus puntos en I, U lp.
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PAS para funciones PWL bimodales. Caso general

Region de periodicidad
Regidn en el espacio de parametros para la que existen ciclos
con todos sus puntos en Iy U lp.

e Difieren en el nimero de puntos de los ciclos en /, (m
puntos) y I (n puntos)— LMRN.
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PAS para funciones PWL bimodales. Caso general

Region de periodicidad
Regidn en el espacio de parametros para la que existen ciclos
con todos sus puntos en Iy U lp.
e Difieren en el nimero de puntos de los ciclos en /, (m
puntos) y I (n puntos)— LMRN.
e Estan limitadas por dos variedades £, y £ en el espacio
de parametros:

¢, :CB con d,
\ Region de periodicidad

j— ¢, : CB con d,
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PAS para funciones PWL bimodales. Caso general

Region de periodicidad
Regidn en el espacio de parametros para la que existen ciclos
con todos sus puntos en Iy U lp.
e Difieren en el nimero de puntos de los ciclos en /, (m
puntos) y I (n puntos)— LMRN.
e Estan limitadas por dos variedades £, y £ en el espacio
de parametros:

¢, :CB con d,
j— & :CB con d,

e Panchuck et al. (2013) proporcionaron un algoritmo para
determinar £, y & paratodo mynen funcién de a,, ag,

de,dr,pcy pr.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

Foroni et al. (2015) estudiaron un problema similar en el campo
de la economia. Sustituyendo s = ur = 0 en las ecuaciones
de £, y i llegaron a la siguiente condicion:
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

Foroni et al. (2015) estudiaron un problema similar en el campo
de la economia. Sustituyendo s = ur = 0 en las ecuaciones
de £, y i llegaron a la siguiente condicion:

Para 1, = ur =0, las variedades £, y &, correspondientes a
LMR" estan dadas por

afal = 1.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

Foroni et al. (2015) estudiaron un problema similar en el campo
de la economia. Sustituyendo s = ur = 0 en las ecuaciones
de £, y i llegaron a la siguiente condicion:

Para 1, = ur =0, las variedades £, y &, correspondientes a
LMR" estan dadas por

afal = 1.

Caso general

¢, CB con d,
\\ Regién de periodicidad

J- £, 1 CB con d,

Juan Segura Estabilidad global y estructura de bifurcacién degenerada de sistemas 1D discretos



Problema | Problema Il

PAS degenerada bajo gz = ug = 0

Foroni et al. (2015) estudiaron un problema similar en el campo
de la economia. Sustituyendo s = ur = 0 en las ecuaciones
de £, y i llegaron a la siguiente condicion:

Para 1, = ur =0, las variedades £, y &, correspondientes a
LMR" estan dadas por

afal = 1.

Caso p, = p1, =0

— ¢ .omon _
£, =8 a0, =1
Region de periodicidad
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

Foroni et al. (2015) estudiaron un problema similar en el campo
de la economia. Sustituyendo ps = ur = 0 en las ecuaciones
de £, y i llegaron a la siguiente condicion:

Para 1, = ur =0, las variedades £, y & correspondientes a
LMRM estdn dadas por

apalp =1.
Degeneracion respecto al caso general:

¢ todas las regiones de periodicidad tienen medida de
Lebesgue nula en el espacio de parametros.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

Foroni et al. (2015) estudiaron un problema similar en el campo
de la economia. Sustituyendo ps = ur = 0 en las ecuaciones
de £, y i llegaron a la siguiente condicion:

Para 1, = ur =0, las variedades £, y & correspondientes a
LMRM estdn dadas por

man _
aprap =1

Degeneracion respecto al caso general:
¢ todas las regiones de periodicidad tienen medida de
Lebesgue nula en el espacio de parametros.
¢ todos los puntos de una region de periodicidad son puntos
de bifurcacién: o bien d, o bien d forma parte de un ciclo
con todos sus puntosen /, Ulyp.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

La condicion a@a?z = 1 no es suficiente.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

La condicién aZ’a”R = 1 no es suficiente.
Ejemplo

Asumamos s = uR = 0,az,>1,0<ag <1, a’ga’}z =1 para
algunos m,n € N. Fijemos puntos de cambio dp > 0y
d; < min{fardg,dr/a,}. Entonces,
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

La condicion aZ’aR = 1 no es suficiente.
Ejemplo

Asumamos s = uR = 0,az,>1,0<ag <1, a’ga’}z =1 para
algunos m,n € N. Fijemos puntos de cambio dp > 0y
d; < min{fardg,dr/a,}. Entonces,

d[’ < aﬁdﬁ < dR = F(dﬁ) & IM-
Nagiiar

F(dr)
dp <arpdrp <dp = F(dR) € .
~—

F(dr)
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

La condicion aZ’aR = 1 no es suficiente.
Ejemplo

Asumamos s = uR = 0,az,>1,0<ag <1, a’ga’;z =1 para
algunos m,n € N. Fijemos puntos de cambio dp > 0y
d; < min{fardg,dr/a,}. Entonces,

d[’ < aLdE < dR = F(dﬁ) & IM-
Nagiiar

F(dr)
dp <arpdrp <dp = F(dR) € .
~—

F(dr)
No ocurre ninguna BCB de la PAS.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

La condicion aZ’aR = 1 no es suficiente.
Ejemplo

Asumamos s = uR = 0,az,>1,0<ag <1, a’ga’;z =1 para
algunos m,n € N. Fijemos puntos de cambio dp > 0y
d; < min{fardg,dr/a,}. Entonces,

d[’ < aLdE < dR = F(dﬁ) & IM-
Nagiiar

F(dr)
dp <arpdrp <dp = F(dR) € .
~—

F(dr)
No ocurre ninguna BCB de la PAS.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

La condicion a@aR = 1 no es suficiente.

La no suficiencia impide la correcta determinacion de los
puntos de bifurcacion para CALC con esta condicion.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

La condicion a@aR = 1 no es suficiente.

La no suficiencia impide la correcta determinacion de los
puntos de bifurcacion para CALC con esta condicion.

Para poblaciones descritas por la funcién de Ricker

f(x) = Xe3(1 -x/60)

y controladas por CALC,
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

La condicion a@aR = 1 no es suficiente.

La no suficiencia impide la correcta determinacion de los
puntos de bifurcacion para CALC con esta condicion.

Para poblaciones descritas por la funcién de Ricker

f(x) = Xe3(1 -x/60)

y controladas por CALC,
e 2 BCB ocurren.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

La condicion a@aR = 1 no es suficiente.

La no suficiencia impide la correcta determinacion de los
puntos de bifurcacion para CALC con esta condicion.

Para poblaciones descritas por la funcién de Ricker

f(x) = Xe3(1 -x/60)

y controladas por CALC,
e 2 BCB ocurren.

e 31 BCB se esperarian hasta periodo 10 con la condicién
determinada por Foroni et al.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

¢Suficiencia?

El ejemplo anterior muestra que d, y d juegan un papel clave
en la determinacion de las regiones de periodicidad en el caso
degenerado.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

¢Suficiencia?

El ejemplo anterior muestra que d, y d juegan un papel clave
en la determinacion de las regiones de periodicidad en el caso
degenerado.

Proposicion 6

Una BCB de la PAS para funciones PWL bimodales con yp =
ugr = 0 ocurre siy solo si existen A € (0,1) y m,n € N con
mcd(m,n) = 1talesquea, = X", ag = Ny \dp < d,.
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PAS degenerada bajo gz = ug = 0

¢Suficiencia?

El ejemplo anterior muestra que d, y d juegan un papel clave
en la determinacion de las regiones de periodicidad en el caso
degenerado.

Proposicion 6

Una BCB de la PAS para funciones PWL bimodales con yp =
ugr = 0 ocurre siy solo si existen A € (0,1) y m,n € N con
mcd(m,n) = 1talesquea, = X", ag = Ny \dp < d,.

Demostracion:

Muy larga...
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Aplicacion 1: PAS de CALC

Una BCB de la PAS de CALC ocurre si y solo si existen \ €
(0,7 y m,n € N con mcd(m,n) = 1tales que h = \", ¢ = \'"
y )‘AR < AH'

Juan Segura
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Aplicacion 1: PAS de CALC

Problema Il

Una BCB de la PAS de CALC ocurre si y solo si existen \ €

Parametro de control, h

(0,7 y m,n € N con mcd(m,n) = 1tales que h = \",
y )‘AR < AH'

76 5 4 7 3 8579
0.20

Tamafio de poblaciéon

=P

8
9758 3 7495679

= = =1 0.00
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6
Parametro de control, ¢ Parametro de control, h

0.8 1.0
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Aplicacion 2: completar la PAS del problema en Foroni et al. (2015)

Foroni et al. (2015) consideraron el problema dado por

ar=1+r, dp=d(e+r, pr=0,
aR:1—r, dRZE/(e—I’), [L'R=0,

dondere (0,)ye>r.
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Aplicacion 2: completar la PAS del problema en Foroni et al. (2015)

Foroni et al. (2015) consideraron el problema dado por
ar=1+r, dp=d(e+r, pr=0,
ar = 1-r, d'R = ¢(e-r), MR = 0,
dondere (0,)ye>r.

Foroni et al. determinaron numéricamente la PAS de este
problema:

10 | “
5

e
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Aplicacion 2: completar la PAS del problema en Foroni et al. (2015)

Foroni et al. (2015) consideraron el problema dado por

ar=1+r, dp=d(e+r, pr=0,
aR:1—r, dRZE/(e—I’), [L'R=0,

dondere (0,)ye>r.

Foroni et al. determinaron numéricamente la PAS de este

problema:
10 | ‘ ‘
sb ¢ ‘ Solo los limites de las regiones de
¢ A periodicidad con n = 1 (azul) se
] hallaron tedricamente usando la
: funcién “tienda” como forma normal
I e 2| (recta dgc,,)-
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Aplicacion 2: completar la PAS del problema en Foroni et al. (2015)

Considerar piy = up = 0,az =1+r,ap =1-r,d; = ¢(etr), y
dr = ¢(e-n, conr € (0,1) y e > r. Entonces, una BCB de la PAS
ocurre siy solo si existen m,n € N con mcd(m,n) = 1 tales que

@+nm1-n"=1 y62r<—n1+r+1>.

V1+r-1

Juan Segura
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Aplicacion 2: completar la PAS del problema en Foroni et al. (2015)

Considerar piy = up = 0,az =1+r,ap =1-r,d; = ¢(etr), y
dr = ¢(e-n, conr € (0,1) y e > r. Entonces, una BCB de la PAS
ocurre siy solo si existen m,n € N con mcd(m,n) = 1 tales que

@+nm1-n"=1 y62r<—n1+r+1>.

V1+r-1

I

A0
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BCB degeneradas

Caso pup - ur 70:

we =2,
ur =1/2,
d, =1,

dr =2,

ar =2,
ar =1-q,

Variable de estado

050 055 060 f 065 070
L

Parametro, o
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BCB degeneradas

Casopu, = ugr =0:

pe =0, ('%
pr =0, d g
dE =1, R 8
dR =2, Q
ar =3, d <
ar =1-« L E

! >

0.0 0.2 0.4 0.6

Parametro, o
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BCB degeneradas

Casopu, = ugr =0:

pe =0, e
pR =0, d 7
dﬁ =1, R g
dR =2, g
a =3, d S
_1_ L =
ar =1 Q, (>B
0.0 0.2 0.4 Lo08 o 1870
LR LR

Parametro, o
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Proposicion 9

Considerar iy = ug = 0. Asumir que existen A € (0,1)ym,n € N
con mcd(m,n) = 1talesquea, = A", ar = X"y A\ddr < d,. Se
cumple que:

(i) SiAdr <d , entonces todos los puntos en

m-1
B=JIN"dg, Nd,]

i==n

son (m + n)-periédicos y sus Orbitas tienen m puntos en
(0,d.) y n puntos en (dg, +c0).

(iiy Si Adg =d,, entonces d. y di pertenecen a la misma

Orbita periddica de periodo m +n con m puntosenl, yn
puntos en Ip.

Juan Segura
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LR = [Mdg,d ]Uldg, de/A]
——— N——

L R
L£2RY = [\2dg, M ] U R, d 21U dR, d /]
L R
L'R? s [\dg,d lUdR, d /A U [dR/A, d /A%
L R
L3R 5 [N3dp, A2d ] U [N2dR, A ] U MR, d 1 UldR, d /]
L R
L2R? - [\2dp, A ] U MR, d]UldR, de/A U ldg /A d /2%
L R
L'R3 = [\dg,d lUldR, d /A ULdR/A d /A2 U ldR/A2, d /X%
L R

Juan Segura Estabilidad global y estructura de bifurcacién degenerada de sistemas 1D discretos
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