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Introducción

• Consideramos sistemas dinámicos dados por un difeomorfismo, F .

Figura 1: Dinámica alrededor de un punto fijo p cuando DF (p) tiene vaps a, b con
|a| < 1, |b| > 1 .

I Existencia y unicidad de variedades estable e inestable

I Flujo conjugado al flujo lineal de DF (p)

• ¿Qué pasa si |a|, |b| = 1 o DF (p) no es diagonalizable?

I La dinámica depende de los términos no lineales de F

I Pueden existir variedades estables e inestables lentas
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Puntos parabólicos de sistemas dinámicos en el plano

• Sea F : U ⊆ R2 → R2, analítica o C r , con F (0) = 0 y

DF (0) =
(
1 c
0 1

)
, c 6= 0,

• Estudiamos la existencia y regularidad de curvas invariantes para F
asintóticas a 0.

• F se puede escribir como

F (x , y) =
(

x + c y
y

)
+
(

0
akx k + blyx l−1 + O(x k+1) + O(yx l) + O(y 2)

)
,

con c > 0, k, l ≥ 2.

• En esta charla nos quedamos con el caso k < 2l − 1, que incluye el caso
genérico.
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El método de la parametrización

• Objetivo: obtener parametrizaciones K(t) y R(t) que satisfagan

F ◦ K = K ◦ R. (1)

• Enfoque: considerar (1) como una ecuación funcional definida por un
operador,

T (F , K , R) := F ◦ K − K ◦ R = 0,

y estudiar las propiedades de T en un espacio de funciones adecuado.

• Buscamos K con K(0) = (0, 0) y K tangente al vector propio (1, 0).
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Resultados en dos pasos

1. Resultado a posteriori: Suponiendo que existe una variedad «próxima
a invariante» que satisface ciertas hipótesis, demostramos que existe una
variedad invariante verdadera cerca de ella.

2. Damos un algoritmo para calcular una aproximación, Kn, de una
parametrizción de la variedad invariante, y una expresión para R, que cumplen
las hipótesis.

En consecuencia:

• La combinación de los resultados da la existencia de una variedad invariante.

• La parametrización calculada, Kn, es una aproximación de una variedad
invariante existente.
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Aproximación polinomial de una parametrización de la curva

Proposición

Sea F de clase C∞, de la forma anterior, con ak > 0. Para todo n ≥ 2, existen
polinomios Kn y Rn de la forma

Kn(t) =
(

t2 + · · ·+ K x
n tn

K y
k+1t

k+1 + · · ·+ K y
n+k−1t

n+k−1

)
y

R = Rn(t) = t + Rk tk + R2k−1t2k−1

tales que
F (Kn(t))−Kn(Rn(t)) = (O(tn+k), O(tn+2k−1)),

con

K y
k+1 = ±

√
2 ak

c (k + 1)
, Rk = ±

√
c ak

2(k + 1)
=

c
2
K y
k+1.

• Kn es una aproximación formal de una variedad invariante de F .
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Aproximación polinomial de una parametrización de la curva

• Obtenemos inductivamente un algoritmo para calcular los coeficientes de Kn

y Rn

• Para n = 2 la expansión de F ◦ K2 −K2 ◦ R2 se escribe(
c K y

k+1t
k+1 − 2Rktk+1 + O(t2k)

akt2k − (k + 1)K y
k+1Rkt2k + O(t2k+1)

)
,

y imponiendo F ◦ K2 −K2 ◦ R2 = (O(t2k), O(t2k+1)), se obtienen los
coeficientes

K y
k+1 = ±

√
2 ak

c (k + 1) , Rk = ±
√

c ak
2(k + 1) = c

2K y
k+1.
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Aproximación polinomial de una parametrización de la curva

• En los siguientes pasos buscamos

Kn+1(t) = Kn(t) +
(

K x
n+1 tn+1

K y
n+k tn+k

)
, Rn+1(t) = Rn(t) + Rn+k−1 tn+k−1,

tales que F ◦ Kn+1 −Kn+1 ◦ Rn+1 = (O(tn+k+1), O(tn+2k)).

• Esta condición se traduce en un sistema lineal,(
−(n + 1)Rk c

k ak −(n + k) Rk

)(
K x

n+1

K y
n+k

)
=
(

−[Gxn ]n+k + 2Rn+k−1

−[Gyn ]n+2k−1 + (k + 1) K y
k+1 Rn+k−1

)
,

que permite determinar K x
n+1, K y

n+k .

• Podemos escoger Ri = 0 para i 6= k, 2k − 1 obteniendo la forma normal
Rn(t) = t + Rktk + R2k−1t2k−1.
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Resultado a posteriori, caso analítico

Teorema

Sea F : U ⊂ R2 → R2 de la forma anterior, analítica, y sean K̂ , R̂ funciones
analíticas de la forma

K̂(t) = (O(t2),O(tk+1)), R̂(t) = t + R̂k tk + O(tk+1),

con R̂k < 0, tales que

F (K̂(t))− K̂(R̂(t)) = (O(tn+k),O(tn+2k−1)), n ≥ 2.

Entonces existe una función K : [0, ρ)→ R2, analítica en (0, ρ), y una función
analica R : (−ρ, ρ)→ R tales que

F (K(t)) = K(R(t)), t ∈ [0, ρ),

y

K(t)− K̂(t) = (O(tn+1),O(tn+k)), R(t)− R̂(t) = O(t2k−1).

• K̂ y R̂ son aproximaciones de K y R. K es una variedad invariante analítica de F .
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Resultado a posteriori, caso diferenciable

Teorema

Sea F : U ⊂ R2 → R2 de la forma anterior, de clase C r . Supongamos que
r ≥ 3

2 k. Sean K̂ , R̂ funciones analíticas de la forma

K̂(t) = (O(t2),O(tk+1)), R̂(t) = t + R̂k tk + O(tk+1),

con R̂k < 0, tales que

F (K̂(t))− K̂(R̂(t)) = (O(tn+k),O(tn+2k−1)), n ≥ 2.

Entonces existe una función H : [0, ρ) → R2, H ∈ C r (0, ρ), y una función
analítica R : (−ρ, ρ)→ R tales que

F (H(t)) = H(R(t)), t ∈ [0, ρ),

y

H(t)− K̂(t) = (O(tn+1),O(tn+k)), R(t)− R̂(t) = O(t2k−1).

• K̂ y R̂ son aproximaciones de H y R. H es una variedad invariante de F de clase C r .
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Una idea de la demostración (caso analítico)

• Dada F consideramos aproximaciones polinomiales Kn y Rn de soluciones de

F ◦ K = K ◦ R.

• Escogemos R = Rn y buscamos una corrección ∆ : [0, ρ)→ R2 de Kn, analítica en
(0, ρ), tales que K = Kn + ∆, R = Rn satisfagan

F ◦ (Kn + ∆) = (Kn + ∆) ◦ R.

• Definimos un operator, Tn,F , asociado con F , Kn y R que permite escribir esta
ecuación como

∆ = Tn,F (∆),

y aplicamos el teorema del punto fijo de Banach para obtener la solución.

• Hay que calcular Kn con n suficientemente grande para que Tn,F sea contractivo.
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Una idea de la demostración (caso diferenciable)

• Partiendo de aproximaciones analíticas K y R, buscamos ∆ ∈ C r (0, ρ) que satisfaga

F ◦ (K + ∆) = (K + ∆) ◦ R. (2)

• Reescribimos (2) y la derivamos formalmente r veces obteniendo r + 1 ecuaciones
para ∆, . . . ,Dr∆.

• Definiendo operadores TL,F , este conjunto de ecuaciones se puede escribir como

DL∆ = TL, F (∆, . . . , DL∆) L ∈ {0, . . . , r}. (3)

• Por el teorema del punto fijo de Banach, T0,F tiene un punto fijo, ∆∞ ∈ C0(0, ρ),
que es solución de (3).

• Aplicando el teorema de contracción sobre las fibras demostramos inductivamente
que ∆∞ ∈ CL(0, ρ), y por lo tanto ∆∞ ∈ C r (0, ρ).
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Conclusiones y observaciones

• Si ak > 0, existen una curva estable y una inestable tan regulares como F .
Además estas curvas son únicas (Fontich, ’99).

Figura 2: Curvas invariantes de F para ak > 0.

• La dinámica dentro de estas curvas es R(t) = t + Rktk + R2k−1t2k−1, que es
la forma normal de un sistema 1-dimensional alrededor de un punto parabólico
(Chen, ’68 y Takens, ’73).

13



Conslusiones y observaciones

• No se puede esperar que una curva invariante sea tan regular como F
alrededor de 0. Este es un fenómeno conocido para puntos parabólicos.

• El dominio de la curva invariante local K : [0, ρ)→ R2 se puede extender
usando la fórmula

K(t) = F−jK(R j(t)), j ≥ 1.
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Variedades invariantes de toros parabólicos

• Sea U ⊆ R2 un entorno de 0. Consideramos aplicaciones
F : U × Td → R2 × Td de la forma

F :

x
y
θ

→
 x + c(θ)y

y + ak(θ)x k + O(‖(x , y)‖k)
θ + ω + dp(θ)xp + O(‖(x , y)‖p)

 ,

con k ≥ 2, p ≥ 1.

• El toro Td = {x = y = 0} es invariante, y F restringida a Td es una rotación
de frecuencia ω.

• Toro parabólico con parte nilpotente: la primera caja 2× 2 de DF (0, 0, θ) es(
1 c(θ)
0 1

)
.

• Buscamos variedades invariantes K(t, θ), t ∈ R, θ ∈ Td , con K(0, θ) = Td .
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Resultado a posteriori

Teorema

Sea F de la forma anterior, analítica, y sean K̂ , R̂ funciones analíticas de la
forma

K̂(t, θ) = (O(t2),O(tk+1), θ + O(t2p)), R̂(t, θ) =
(

t + R̄x
k t

k + O(tk+1)
θ + ω + R̄θ

2pt
2p + O(t2p+1)

)
,

con R̄x
k , R̄

θ
2p < 0, tales que

F (K̂(t, θ))− K̂(R̂(t, θ)) = (O(tn+k),O(tn+2k−1), O(tn+2p−1)), n ≥ 2.

Entonces existe una función K : [0, ρ)×Td → R2×Td , analítica en (0, ρ)×Td ,
y una función analítica R : (−ρ, ρ)× Td → R× Td tales que

F (K(t, θ)) = K(R(t, θ)), (t, θ) ∈ [0, ρ)× Td ,

y
K(t, θ)− K̂(t, θ) = (O(tn+1),O(tn+k), O(tn+2p−k)),

R(t, θ)− R̂(t, θ) = (O(t2k−1),O(tn+2p−1)).

• K es una variedad invariante analítica de F de dimensión d + 1.
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Aproximación de una parametrización de la variedad invariante

Proposición

Sea F en la forma anterior con āk > 0 y ω diofántica. Entonces, para n ≥ 2,
existen funciones Kn : R × Td → R2 × Td y Rn : R × Td → R × Td , de la
forma

Kn(t, θ) =

t2 +
∑n

i=3 K̄
x
i t i +

∑n+k−1
i=k+1 K̃ x

i (θ)t i∑n+k−1
i=k+1 K̄ y

i t
i +
∑n+2k−2

i=2k K̃ y
i (θ)t i

θ +
∑n+2p−2

i=2p K̃θi (θ)t i

 ,

y

Rn(t, θ) =
(

t + R̄x
k t

k + R̄x
2k−1t

2k−1

θ + ω + R̄θ2pt2p + · · ·+ R̄θn+2p−2tn+2p−2

)
,

tales que

F (Kn(t, θ))−Kn(Rn(t, θ)) = (O(tn+k), O(tn+2k−1), O(tn+2p−1)).

• Las parametrizaciones de Kn y Rn son polinomios en t. Los coeficientes son
constantes o funciones casiperiódicas de θ con media nula.
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Observaciones

• Los coeficientes de Kn y Rn se calculan inductivamente. Obtenemos un
algoritmo para calcular Kn y Rn para cualquier n.

• En el proceso encontramos ecuaciones de pequeños divisores,

ϕ(θ + ω)− ϕ(θ) = h(θ).

Si ω es diofántica la ecuación tiene solución.

• La primera componente de Rn correspone a la dinámica en la dirección
normal a Td , y es R(t, θ) = R(t) = t + Rktk + R2k−1t2k−1 (forma normal de
Chen y Takens).

• Al igual que en el caso plano, la variedad invariante no es analítica alrededor
de Td .
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