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Curvas trasladadas

Sea A el anillo A := R× T.

Diremos que Γ = {(r, θ) ∈ A : r = ψ(θ)}
es una curva trasladada de una aplicación

f : A → A cuando existe un número λ ∈ R
(llamado número de traslación) tal que

f(Γ) = Γ− (λ,0).

Observaciones:

Si λ = 0, Γ es una curva invariante de f .

Si f es simpléctica exacta, λ = 0 y por

tanto toda curva trasladada es invariante.

Si f(r, θ) = (r + λ, θ + ω(r)) con λ 6= 0,

no existen curvas invariantes.
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Prueba alternativa del teorema del twist

Sea f0(r, θ) = (r1, θ1) = (r, θ + ω(r)) una

aplicación definida sobre A tal que ∃r0 ∈ R
de forma que la frecuencia α = ω(r0)/2π es

diofántica:

|α− p/q| ≥ δ|q|−τ ∀p/q ∈ Q

y no degenerada: ω′(r0) 6= 0.

Queremos estudiar cuando una perturbación

f : A → A de la forma

r1 = r+ εF (r, θ, ε)

θ1 = θ+ ω(r) + εG(r, θ, ε)

tiene una curva f-invariante cerca de la curva

Γ0 = {(r, θ) : r = r0} invariante por f0.

Cuando la perturbación f no es simpléctica,

las técnicas habituales tipo KAM no sirven.

¿Qué podemos hacer? Estudiar si existen cur-

vas trasladadas cuyo número de traslación

sea nulo.
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Curvas trasladadas de quasi-periodically

forced maps: El teorema

Consideramos familias de aplicaciones forzadas

cuasi-periódicamente. Concretamente, sea fε :

A → A la aplicación{
r1 = r+ εF (r, θ, ε)
θ1 = θ+ 2πα

(1)

tal que |∂`1θ ∂
`2
r F (r, θ, ε)| ≤ KF y α es de tipo

constante:

|α− p/q| ≥ δ|q|−2 ∀p/q ∈ Q.

Teorema (Delshams & Ortega) Existe ε∗ =

ε∗(α,KF ) > 0 tal que si 0 < ε < ε∗ y c ∈ R,

entonces fε tiene una única curva trasladada

Γc = {(r, θ) : r = ψc(θ)}

con ψc ∈ C1(T) tal que

c =
1

2π

∫ 2π

0
ψc(θ) dθ.

Además, (c, θ) 7→ ψc(θ) es C1(R× T).
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Curvas trasladadas de quasi-periodically

forced maps: Observaciones

1. Se cumplen las siguientes aproximaciones

uniformes en el ángulo θ ∈ T:

ψc(θ) = c+ O(ε) dψc(θ) = O(ε).

2. El número de traslación de la curva Γc es

λc = −εΦ(c), donde Φ es la función

Φ(c) =
1

2π

∫ 2π

0
F (ψc(θ), θ,0)dθ.

Por tanto, Γc es invariante ⇔ Φ(c) = 0.

3. Si la curva Γc es invariante, su exponente

de Liapounov es

χ+(c) =
1

2π

∫ 2π

0
log(1 + ε∂rF (ψc(θ)θ, ε)) dθ

=
ε

2π

∫ 2π

0
∂rF (ψc(θ)θ, ε) dθ+ O(ε2)

= εΦ′(c) + O(ε2).
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Curvas trasladadas de quasi-periodically

forced maps: Corolarios

a) Cada cero simple c∗ ∈ R de

Φ0(c) =
1

2π

∫ 2π

0
F (c, θ,0)dθ

da lugar, para ε suficientemente pequeño,

a una única curva invariante hiperbólica

de fε, cuyo exponente de Liapounov es

χ+ = εΦ′
0(c∗) + O(ε2).

b) Los ceros múltiples de Φ0 de orden im-

par dan lugar también, para ε suficiente-

mente pequeño, a curvas invariantes de

fε, aunque la unicidad y la hiperbolicidad

no tienen porqué darse.

c) Si F (r, θ, ε) depende de parámetros, se

obtienen también las bifurcaciones de las

curvas invariantes.
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Curvas trasladadas de quasi-periodically

forced maps: Un ejemplo

El ejemplo más común de “quasi-periodically

forced map” es el “quasi-periodically forced

circle map” (x, θ) 7→ (x1, θ1) dado por{
x1 = x+ ω+ k sinx+ b sin θ
θ1 = θ+ 2πα

(2)

donde k = ε, ω =
∑
j≥1 ωjε

j y b =
∑
j≥0 bjε

j.

Si g0 es una constante adecuada y

G0(θ) = g0 −
b0

2 sinπα
cos(θ − πα)

el cambio x = r+G0(θ) transforma (2) en (1)

siendo el término perturbativo

F (r, θ, ε) = ω1+sin(r+G0(θ))+b1 sin θ+O(ε).

Aśı pues, los resultados previos se pueden

aplicar en este ejemplo.
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Formas pseudo-normales de S-C o S-F:

El problema

Queremos calcular formas pseudo-normales

entorno el punto de equilibrio X = 0 de los

sistemas anaĺıticos tetra-dimensionales

Ẋ = F (X) = ΛX + F̂ (X)

tales que F̂ (0) = DF̂ (0) = 0 y el punto de

equilibrio es un silla-foco (S-F) o un silla-

centro (S-C). (A partir de ahora, el sombrero

denota términos de orden dos o superior.)

Con estas hipótesis, los VAPs de Λ son

Caso S-F: {±λ± iα}, o

Caso S-C: {±λ,± iα}

donde λ y α son reales no nulos.
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Formas pseudo-normales de S-C o S-F:

El teorema

Sea I = (I1, I2) con I1 = ξη y

I2 =

{
µν en el caso S-F
µ2 + ν2 en el caso S-C

Teorema (Delshams & Lázaro) Existe una

transformación anaĺıtica

X = Φ(Y ) = Y + Φ̂(Y )

una forma pseudo-normal anaĺıtica

N =

{
(ξn1(I),−ηn1(I), µn2(I),−νn2(I)) si S-F
(ξn1(I),−ηn1(I), νn2(I),−µn2(I)) si S-C

y un residuo anaĺıtico

B̂ =

{
(ξb1(I), ηb1(I), µb2(I), νb2(I)) si S-F
(ξb1(I), ηb1(I), νb2(I), µb2(I)) si S-C

tales que

DΦ ·N + B̂ = F ◦Φ.
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Formas pseudo-normales de S-C o S-F:

Corolarios

C1 (Teorema de Liapounov & Moser) El

sistema es hamiltoniano sii B̂ = 0 (y en tal

caso, N es la forma normal de Birkhoff ).

El sistema Ẋ = F (X) es reversible cuando

existe un difeomorfismo involutivo G (o sea,

G2 = Id 6= G) tal que Ẋ = F (X) es invariante

bajo el cambio (X, t) 7→ (G(X),−t).

C2 Ẋ = F (X) es reversible ⇔ B̂ = 0.

C3 En el caso S-C, cada cero de la función

I2 7→ b2(0, I2)

da lugar a una órbita periódica hiperbólica.
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Formas pseudo-normales de S-C o S-F:

Corolarios (bis)

C4 Dado el sistema plano(
q̇
ṗ

)
= Fc

(
q
p

)
=

(
αp+ f̂3(q, p)

−αq+ f̂4(q, p)

)
(3)

existe una transformación anaĺıtica

(q, p) = Φ(µ, ν)

tal que DΦ ·N + B̂ = Fc ◦Φ donde

N =

(
νn(I2)

−µn(I2)

)
B̂ =

(
νβ(I2)
µβ(I2)

)
.

En particular, el sistema (3) es localmente

hamiltoniano sii el origen es un centro sii

β(I2) ≡ 0.

En el caso no hamiltoniano, cada cero aislado

de β(I2) da lugar a un ciclo ĺımite y como

β(I2) es anaĺıtica se puede acotar el número

de ciclos ĺımite locales.
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