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Curvas trasladadas

Sea A el anillo A ;=R x T.

Diremos que I' = {(r,0) € A : r = ¥(0)}
€S una curva trasladada de una aplicacion
f A — A cuando existe un nimero A € R
(lamado numero de traslacion) tal que

F(M) =T —()0).

Observaciones:

m Si A=0, [ es una curva invariante de f.

m Si f es simpléctica exacta, A = 0 y por
tanto toda curva trasladada es invariante.

m Si f(r,0) = (r+ X0+ w(r)) con X =0,

NO existen curvas invariantes.



Prueba alternativa del teorema del twist

Sea fo(r,0) = (r1,601) = (r,0 + w(r)) una
aplicacion definida sobre A tal que drg € R
de forma que la frecuencia a = w(rg)/27 €s
diofantica:

la —p/q| > dlq|™" Vp/q € Q

y no degenerada: w'(rg) # 0.

Queremos estudiar cuando una perturbacion
f.:A — A dela forma

r1T = r4+eF(r,0,¢)
01 = 0+ w(r)+ eG(r,0,¢)

tiene una curva f-invariante cerca de la curva
Mo ={(r,0) :r =rg} invariante por fp.

Cuando la perturbacion f no es simpléctica,
las técnicas habituales tipo KAM no sirven.

. Qué podemos hacer? Estudiar si existen cur-
vas trasladadas cuyo numero de traslacion
sea nulo.



Curvas trasladadas de quasi-periodically
forced maps: El teorema

Consideramos familias de aplicaciones forzadas
cuasi-periodicamente. Concretamente, sea f¢ :
A — A |a aplicacion

1
01

tal que |8§18f2F(r,0,e)\ < Kr y «a es de tipo
constante:

o —p/q| > 8|q| ™2 Vp/q € Q.

r—+ elF(r,0,¢)
0+ 27 (1)

Teorema (Delshams & Ortega) Existe ex =
ex(a, Kp) >0 tal quesi 0O <e<exyceR,
entonces f¢ tiene una udnica curva trasladada

Fe={(r,0) : 7 =1c(0)}
con ¢ € CL(T) tal que

1 21
¢ = Z/o be(6) do.

Ademas, (c,0) — 1(0) es CL(R x T).



Curvas trasladadas de quasi-periodically
forced maps: Observaciones

1. Se cumplen las siguientes aproximaciones
uniformes en el angulo 0 € T:

Ye(8) = c+ O(e) dpe(0) = O(e).

2. El numero de traslacion de la curva [ . es
Ae = —eP(c), donde @ es la funcion

D(c) = %/OQW F(16e(6),6,0) do.

Por tanto, . es invariante & ®d(¢c) = 0.

3. Silacurva . es invariante, su exponente
de Liapounov es

xT ()

1 2T
Z/o 10g9(1 + €0, F (1c(0)0,¢)) db

= [T 0P (e(6)0, ¢) dO 2
= o |7 0 F(e(6)9,€) d0 + O(e2)
= d'(c) + O(€?).



Curvas trasladadas de quasi-periodically

a)

b)

forced maps: Corolarios

Cada cero simple cx € R de

1 21
Po(c) = Z/o F(c,6,0)d6

da lugar, para e suficientemente pequeno,
a una unica curva invariante hiperbdlica
de fe, cuyo exponente de Liapounov es

XT = edf(cx) + O(2).

Los ceros multiples de o5 de orden im-
par dan lugar también, para e suficiente-
mente pequeino, a curvas invariantes de
fe, aungue la unicidad y la hiperbolicidad
no tienen porqué darse.

Si F(r,0,e¢) depende de parametros, se
obtienen también las bifurcaciones de las
curvas invariantes.



Curvas trasladadas de quasi-periodically
forced maps: Un ejemplo

El ejemplo mas comun de ‘“quasi-periodically
forced map’ es el “quasi-periodically forced
circle map” (xz,0) — (x1,61) dado por

T
01

donde k=€, w =3 ;>1wje/ ¥y b=3;>0b;e.

r+ w4+ ksinx +bsind (2)
0 4+ 27«

Si go es una constante adecuada y

b
Go(0) = g0 — — 2 cos(0 — ma)

2sin T
el cambio z = r4+Gg(0) transforma (2) en (1)
siendo el término perturbativo

F(r,0,e) = wyi+sin(r+Go(0))+b1 sin8+O(e).

AsSi pues, |los resultados previos se pueden
aplicar en este ejemplo.



Formas pseudo-normales de S-C o S-F:
El problema

Queremos calcular formas pseudo-normales
entorno el punto de equilibrio X = 0 de los
sistemas analiticos tetra-dimensionales

X =F(X)=AX+ F(X)

tales que F(0) = DF(0) = 0 vy el punto de
equilibrio es un silla-foco (S-F) o un silla-
centro (S-C). (A partir de ahora, el sombrero
denota términos de orden dos o superior.)

Con estas hipotesis, los VAPs de A son

m Caso S-F: {£tA+ ia}, O

m Caso S-C: {x+\ fia}

donde A v o son reales no nulos.



Formas pseudo-normales de S-C o S-F:
El teorema

Sea I = (I1,I>) con I{ =¢&ny

1— ) K en el caso S-F
27 ) u241v2 en el caso S-C

Teorema (Delshams & Lazaro) Existe una
transformacion analitica

X=d)=Y + &)
una forma pseudo-normal analitica

N — { (én1(D), =1 (1), pna(I), —vna(I)) si S-F
(én1 (D), —nma(D),vno (1), —pna(I)) si S-C

Yy un residuo analitico

B :{ (b1 (1), mb1 (1), ubo(I),vbo(I)) si S-F
(Eb1(1),mb1(I),vba (1), uba(I)) si S-C

tales que

D® - N+ B=Fod®.



Formas pseudo-normales de S-C o S-F:
Corolarios

C1 (Teorema de Liapounov & Moser) EI
sistema es hamiltoniano sii B = 0 (y en tal
caso, N es la forma normal de Birkhoff).

El sistema X = F(X) es reversible cuando
existe un difeomorfismo involutivo G (o sea,
G2 =1d # G) tal que X = F(X) es invariante
bajo el cambio (X,t) — (G(X), —1).

C2 X = F(X) es reversible & B = 0.

C3 En el caso S-C, cada cero de la funcion

I> — b2(0,12)

da lugar a una Orbita periddica hiperbdlica.



Formas pseudo-normales de S-C o S-F:
Corolarios (bis)

C4 Dado el sistema plano

q q ap + f3(q,p)
. | = F, = s 3
<p> C(z?) (—ozq+f4(q,p) (3)
existe una transformacion analitica

(¢,p) = P(u,v)
tal que D® - N + B = F.o ® donde

_ vn(1lp) ~ [ vB(l2)
= < (1) ) b= ( 1B (1) ) '

En particular, el sistema (3) es localmente
hamiltoniano sii el origen es un centro sii

B(I2) = 0.

En el caso no hamiltoniano, cada cero aislado
de B(I») da lugar a un ciclo Ilimite y como
B(I>) es analitica se puede acotar el numero
de ciclos limite locales.
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