La aplicacion Estandar de Chirikov

SM,:S' xR —S'xR  S'=R/27Z

( q ) SMe ( q+p-+esing (mod 27) )

D p+esing
e Ejemplo paradigmdtico de aplicacién 2-D no
integrable (obtenida discretizando la ecuacién del

péndulo).

e Aplicacién simpléctica exacta respecto a la 2-forma
dq N dp.

e Ejemplo clasico para ilustrar el Teorema KAM para
la persistencia de curvas invariantes de aplicaciones.
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Caso no perturbado: ¢ =0

e SM, es un twist integrable:
(5)= (")
p p

e Vpy € R circunferencia S* x {pg} es invariante por
SMp. La dinamica de SMys14 ¢y, €5 UNa rotacion
rigida de angulo (frecuencia) w = py, i.e. numero

de rotacién %=
PO’

e Se cumple la “condicién twist”.

o Si pog € Q todas las drbitas en S' x {py} son Q

periédicas.

e Si 22R\ Q, la dindmica sobre S' x {pg} es casi-
periddica y todas las érbitas son densas.
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Caso ¢ # 0

e Si £2 € Q la curva invariante S* x {po} desaparece.

o Si £ ¢ Q la curva invariante St x {po} o bien se
rompe o bien persiste (deformada) en base a dos
factores:

— Las propiedades aritméticas de la frecuencia.
— El tamano de la perturbacion.
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KAM para la aplicacion estandar

Teorema: Si w € R verifica una condicion diofantina

|ki—m zi, Vk € 7\ {0}, m € 7,
27 k|7

para ciertos ¢ > 0y 7 > 0, entonces la circunferencia
invariante de frecuencia w de SM, persiste si €
es suficientemente pequeno, ligeramente deformada
O(e), en forma de una curva invariante de SM. cuya
dindmica es analiticamente conjugada a una rotacion
rigida de angulo w.

Comentarios:

e Si fijamos w diofantino, entonces la curva invariante
de frecuencia w es analitica en e.

e Si fijamos ¢ suficientemente pequeno, la medida de
Lebesgue del complementario de todas las curvas
invariantes de SM. (“regién de dindmica cadtica”)

es de O(v/¢).
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Demostracion 1: transformaciones y
grafos

e Fijar w diofantino y buscar (recurrentemente) una
sucesién de transformaciones 11,1, ... tales que:

SM,:=---ot; oy o SM. o4 othpo0---

tome la forma:

( q ) ST ( q+w+a(e,w)p+ f(g,piew) )

p p+9(q,p;e,w)
con f = Os(p), g = O1(p).

e p=0yqecS!esuna curva invariante de SM, con
frecuencia w.

e La w-curvainvariante de S M. se obtiene como grafo
de g: 1o20---(q,0).
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Demostracidon 2: parametrizaciones

e Fijar w diofantino y buscar una parametrizacion de
la curva invariante (q,p) = (uc(6),v.(9)), 6 € S,
tal que la dindmica en O sea la 6 — 0 + w.

e Para la aplicacién estdndar esto reduce a una
ecuacién para uc(60) (formulacion lagrangiana):

U (0 + w) — 2u(0) + ue (0 — w) = esin(us(0)),

ecuacion que puede resolverse:

— Desarrollando  u.(f) en serie de potencias
respecto ¢ (series de Lindstedt):

ue(f) =60+ ) ul(f)e".

n>1

— Usando teoria KAM directamente sobre la
ecuacion.
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Algunos problemas relacionados

e Rotura de curvas invariantes (analiticidad de u.(6)
respecto €).

— Existen evidencias de que la dltima curva que
se rompe es la de nimero de rotacidn la razon
aurea. Técnicas de renormalizacion.

e Dominio de analiticidad de u.(0) respecto 6 cuando
e — 0.

e Utilizacion de herramientas geométricas en lugar de
métodos KAM. Analogia con la Dinamica Compleja.

e Dinamica en el complementario de la region KAM.
Toros secundarios.

e Optimalidad de las condiciones aritméticas sobre w:
condicion de Brjuno.
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