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Definiciones bésicas.
Sea (X, R, ®) un flujo en un espacio métrico compacto. Denotamos por ®;(z) = x-t.

Un flujo (X, R) es casi-periddico si para todo € > 0 existe un subconjunto L(e) eventualmente denso
(esto es, R = L + K para algun compacto K) tal que d(z-t,z) < € para todo z € X, t € L(e).

(X,R) es casi-periédico < {®; /t € R} C X¥ es una familia equicontinua.

Un punto z € X es casi-automdrfico si de cada sucesion {t), },en de niimeros reales se puede extraer
una subsucesion o = {t,;} tal que Tow, T Tox existen y T_ o Tor =  donde —a = {~t,,} y
T, = lim,, = - tn,-

Un flujo (X, R) es casi-automdrfico si existe un punto casi-automérfico z € X con drbita
{z-t/t € R} densa.

Se dice que un flujo minimal (X,R) es una extensidn casi-automdrfica de un flujo minimal (Y, R) si
existe un homomorfismo de flujos II: X — Y tal que para algiin y € Y la imagen inversa I1-1{y}
contiene un solo elemento.

(X,R) minimal, es casi-automérfico < es una extensién casi-automérfica de un flujo minimal
casi-periédico.

Una funcién uniformemente continua f € C(R, R) es casi-automdrfica si de toda sucesién {t]} se
puede extraer una subsucesién {t,} y una funcién f: R — R tal que

fit+tn) —g(t) v g(t—tn)— f(t)

con convergencia puntual.
La funcién f es casi-periddica si la convergencia anterior es uniforme.
Ejemplo (de funcién casi-automdrfica que no es casi-periddica).

La funcién f(t) = 2+ exp(it) + exp(v/2i t) es casi-periédica. Su envolvente, Y, es el toro T2 con
flujo de Kronecker definido por
1 V2
Ts(P1, Pa) = (1 +5=5, Y2+ = 5] .
2w 2

f(t)

Sea ¢g(t) = ==+ vy (X, R) el flujo definido por su envolvente. Es claro que g no es casi-periédica.
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Si {tn} es una sucesién tal que {g(t + t,,)} converge uniformemente sobre los compactos entonces
{f(t +tn)} converge uniformemente. Se puede entonces definir un homomorfismo II: X — Y con
II-{f} = {g}. No puede ser inyectivo ya que g no es casi-periédica. Ademds (X, R) es minimal y
por lo tanto es una extensién casi-automérfica del flujo casi-periddico (Y, R).

El concepto de flujo casi-automérfico fue introducido por Bochner [BO] y estudiado de forma deta-
llada por W. Veech [VE].

Sistemas lineales casi-peridédicos 2-dimensionales.

Se considera el sistema lineal



Sea Kg = Q x P}(R), Kg = Q x S1. Se define el espectro de Sacker-Sell como
¥ ={\/x = (A(w-t) — AId) x no tiene dicotomfa exponencial}

Las tres posibilidades para el espectro son: {—3, 8}, [-08, 0], {0}.

No consideramos el caso de drbitas acotadas.

Caso 1: Ky contiene dos minimales Ny, Ns.

Estos minimales son extensiones casi-automoérficas de la base.
(i) Supongamos que X = {—p3, S}.

Existe un minimal M C Kg que es un 1l-recubrimiento o un 2-recubrimiento de la base y una
transformacién fuerte de Perron x = U(w-t) z que lleva el sistema a forma diagonal,

(5 il )=

(ii) Supongamos que ¥ = {0}.

El mismo enunciado es cierto pero, en este caso, el minimal M es casi-automérfico.

Caso 2: KR contiene un unico minimal N.

Supongamos que N contiene un par distal en la fibra, entonces (N, R) es una extensién casi-
automérfica de un 2-recubrimiento (no l-recubrimiento) de la base.

Existe un minimal casi-automoérfico M C Kg y una transformacién fuerte de Perron x = U(w-t) z
que lleva el sistema a forma diagonal

A= (" L )

Si ¥ = [0, f] entonces Kg contiene un tnico minimal N que es una extensién proximal de la base.
Cuestion abierta: jEs casi-automoérfica?

Si (M, R) es un 1-recubrimiento de (N, R) existen respuestas parciales basadas en el conjunto P(M)
de puntos proximales.

No reducibilidad es genérico (en algunos casos importantes).

Sea (92, R) casi-periddico pero no periédico.

Si A(w) = A es constante el flujo no puede ser recurrente y proximal simultdneamente.

Sea Cy = {b € C(Q)/ [,blw)dmg = 0} y P(2) el conjunto de transformaciones fuertes de Perron

con determinante uno. Denotamos

S0 = {Aec@L®) [ AW =@ ( 1) g, ) Pe) - PP

para P € P(Q), a € Co(Q), b€ C(V)},

Sg ={A€C(®, L(R?)) con trA = 0 / todas las soluciones de z’ = A(w-t)z son acotadas} .
Entonces S = cls(Sp) = cls(S§).
Existe un conjunto residual R C S tal que si A € R entonces (Kg, ®) es minimal y dnicamente

ergddico con una tinica medida concentrada en una lamina ergddica. En particular, Kx es minimal
y proximal.



Dinamica casi-automorfica en ecuaciones semilineales parabdlicas.
Consideremos la familia de problemas parabdlicos

ou_ o
ot Ox?
u(0,x) = up(x),
u(t,0) = u(t, 1) =0,
Ju ou

S (6,0) = 2(6,1) = 0.

+f(t’ Z, u('r)v ux(x))v fGQ:H(fo),

La condicién inicial no pertenece a un espacio X¢ con 1/2 < a < 1. Suponemos que u(t,x) es una
solucién que existe para todo t > 0y que {u(t, )/t > 0} C X“ es precompacta.

Se pretende describir el conjunto w-limite, K, de esta solucion.

Shen y Yi [SE-YI] prueban que, como méximo, existen dos minimales Ny, No C K que son exten-
siones casi-automérficas de la base.

Se define un orden en I17!(g) basado en el nimero de raices en [0, 1] que es total y que se conserva
por el flujo. Ideas de Matano, Angenert,...

Esto es una conexién con la teoria no-auténoma de sistemas mondtonos.
Semiflujos fuertemente monétonos. Separacién continua.

Consideremos un semiflujo de tipo skew-product

T'RTxOxX — OxX
(t,w,z) — (wt, u(t,w,x))

donde X es un espacio de Banach fuertemente ordenado con cono positivo normal, X |, (minihedral).
El semiflujo es fuertemente mondtono si es monétono y u,(t,w,z)v >> 0 cuando v > 0, t > to.

En este caso admite una separacidn continua, es decir, subespacios { X1 (w, )}, {X2(w, z)} tales que
1. X = Xi(w,z) ® Xo(w,x),
2. X1(w,z) =< v(w,z) > con v(w,x) >> 0, ||[v(w,x)|]| =1,
3. Xo(w,z) N X4 = {0} para todo (w,z) € K,
4. para todo t > 0, (w,z) € K,

Uy (t,w, ) X1 (w, ) = X1(7(t,w, x))
Uy (t,w, x) Xo(w, z) C Xo(7(t,w,x)),

5. existen constantes ¢ > 0, § > 0 tales que para todo (w,z) € K, z € Xo(w,z) con ||z]| =1y
t > 0 se verifica
g (t,w, z) 2|| < ce™®||ug(t,w, z) v(w,z)||.

Semiflujos mondtonos generados por ecuaciones con retardo.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

= f(t, x(t), x(t — 1))

que genera una familia de ecuaciones en su envolvente.



El sistema es
dfi
8:rj

e cooperativo <> (t,z,y) >0, =z, yeR" teR, i#j.

o fuertemente irreducible con respecto a x si existe dg > 0 tal que si dos subconjuntos de indices
I, J forman una particién de N = {1,2,...,n} entonces para cada z, y € R™ existen i € I,

j€N—1 con
‘afi

8:rj

(t,l’,y)' Z 60 .
e fuertemente mondtono con respecto a z(t — 1) si existe § > 0 tal que

af
afz(t,z,y)ZcS paratodoz,y € R", teR, i,j=1,...,n.
Yj

En estas condiciones el flujo que define la ecuacién con retardo en £ x C([—1,0]) es (eventualmente)
fuertemente monétono.
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