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LA MISIÓN GENESIS

Figura 1: Esquema del satélite y trayectoria nominal de la misión (desde 8-8-2001 hasta

8-9-2004).



Figura 2: Ensayos del rescate.



Figura 3: La Vanguardia, 9-9-2004.



Figura 4: De lo perdido saca lo que puedas.



Figura 5: Haciendo el puzzle.



EL PROBLEMA DE REFERENCIA

El problema restringido de tres cuerpos es el definido por

x′′ − 2y′ = Ωx,

y′′ + 2x′ = Ωy,

z′′ = Ωz,

con

Ω =
1

2
(x2 + y2) +

µ
√

(x + 1 − µ)2 + y2 + z2
+

1 − µ
√

(x − µ)2 + y2 + z2
.
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Figura 6: Los puntos de libración de Lagrange en el sistema de referencia (giratorio) y unidades

usuales del RTBP.

La abcisa de los puntos L1,2 vale

xi = −1 ±
(µ

3

)1/3

− 1

3

(µ

3

)2/3

+ O(µ), i = 1, 2.

En el sistema Sol–Tierra

d(L1,2, Tierra) ≈ 1.5 · 106 km, d(Sol, Tierra) ≈ 150 · 106 km.



INTERÉS Y UTILIDAD DE LAS ÓRBITAS ALREDEDOR

DE L1 y L2

• Es fácil llegar a ellas desde la Tierra.

• Son un buen lugar para observar el Sol y su influencia en la magnetosfera

terrestre (space weather).

• Las órbitas alrededor de L2 del sistema Sol–Tierra son adecuadas para la

observación astronómica. La mitad de la esfera celeste está accesible de

forma permanente y el Sol la Tierra y la Luna en el otro hemisferio.

• Los sistemas de comunicaciones para satélites ubicados tanto en L1 como

en L2, son relativamente simples.

• Para misiones con instrumentos sensibles al calor, el punto L2 del sistema

Sol–Tierra proporciona un ambiente térmicamente estable y adecuado

para telescopios de precisión operando en el espectro visible.

• Las órbitas de libración alrededor de L2 del sistema Tierra–Luna pueden

utilizarse para establecer un lazo de comunicaciones permanente ente la

Tierra y la cara oculta de la Luna, tal como sugirió A.C. Clark en 1950 y

propuso R. Farquhar en 1966.

• Las variedades invariantes asociadas a las órbitas de libración proporcio-

nan mecanismos de transporte interplanetario que puede utilizarse para

diseñar misiones de bajo coste que visiten varias de las lunas de Júpiter

o Saturno.

• El vuelo en formación de una constelación de satélites es factible utilizando

como órbitas de libración como trayectoria de referencia.



LA MISIÓN HITEN

Figura 7: Trayectoria de transferencia de la Tierra a la Luna representada en distintos sistemas

de referencia: inercial, giratorio Sol–Tierra y giratorio Tierra–Luna.



Figura 8: Las variedades estable e inestable de la órbitas de Lyapunov planas alrededor de L2

Sol–Tierra y L2 Tierra–Luna.



Figura 9: Órbitas de la variedad inestable de la O.P. de Lyapunov alrededor de L2 Sol–Tierra

e intersección de la variedad con la superf́ıcie de sección x = 1 − µT en el plano (y, ẏ).

Figura 10: Órbitas de la variedad inestable de la O.P. de Lyapunov alrededor de L2 Sol–Tierra

e intersección de la variedad con la superf́ıcie de sección en el plano (y, ẏ).



Figura 11: Intersección entre variedades y órbita de transferencia resultante.



PETIT GRAND TOUR MISSION. Intersecciones L1 – L2

Figura 12: Intersección entre variedades y órbita resultante.



EL ENTORNO DE L1 Y L2

(SILLA × CENTRO× CENTRO)
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Figura 13: Intersección de las órbitas quasi-periódicas alrededor de L1 con la sección z = 0,
pz > 0.
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Figura 14: Faḿılia isoenergética de toros 2D conectando las órbitas de Lyapunov vertical y

plana. (h=−1.59, L1).
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Figura 15: Diversos tipos de órbitas de libración.
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Figura 16: Intersección de las órbitas quasi-periódicas alrededor de L2 con la sección z = 0,
pz > 0.



CONEXIONES HETEROCLÍNICAS



EL PROBLEMA DE HILL

Trasladando el origen de coordenadas a (µ−1, 0, 0), escalando las variables

x = µ1/3ξ + µ − 1,

y = µ1/3η,

z = µ1/3ζ.

y expandiendo Ω, las ecuaciones del movimiento quedan formalmente inal-

teradas tomando

Ω =
1

2
(3ξ2 − ζ2) +

1
√

ξ2 + η2 + ζ2
+ µ1/3ξ

(

ξ2 − 3

2
(η2 + ζ2)

)

+ O(µ2/3),

Despreciando los términos O(µ1/3) (µ → 0) obtenemos las ecuaciones del

problema de Hill, cuyo Hamiltoniano lo podemos escribir y comparar con el

del RTBP

HHill = 1
2
(p2

x + p2
y + p2

z) + ypx − xpy

− 1
√

x2 + y2 + z2
− x2 +

1

2
(y2 + z2),

HRTBP = 1
2(p

2
x + p2

y + p2
z) + ypx − xpy

− µ
√

(x + 1 − µ)2 + y2 + z2
− 1 − µ

√

(x − µ)2 + y2 + z2
.



PROPIEDADES

• Si (ξ(t), η(t), ζ(t)) es una solución del problema de Hill
(i) s1(ξ(t), η(t), ζ(t)) = (ξ(−t),−η(−t), ζ(−t)),

(ii) s2(ξ(t), η(t), ζ(t)) = (−ξ(−t), η(−t), ζ(−t)),

(iii) s3(ξ(t), η(t), ζ(t)) = (ξ(t), η(t),−ζ(t)),

también son soluciones. Las simetrias s1 y s3 también deja invariante el

RTBP.

• El problema de Hill sólo tiene 2 puntos de equilibrio:

L1 = (ξ, η, ζ) = (3−1/3, 0, 0), and L2 = (ξ, η, ζ) = (−3−1/3, 0, 0).

• El análisis del flujo linealizado alrededor de L1, muestra que los autoval-

ores son
λ1,2 = ±

√

1 + 2
√

7 =: ± λ,

λ3,4 = ±
√

1 − 2
√

7 =: ± ω i,

λ5,6 = ±
√
−4 =: ± ν i,

por lo que el punto de equilibrio L1 es del tipo

silla × centro × centro

como en el RTBP.



FORMA NORMAL DEL PROBLEMA DE HILL

ALREDEDOR DE L1

Los términos lineales del flujo alrededor de L1 son los definidos por

H2 =
1

2

(

p2
x + p2

y

)

+ qypx − qxpy − 4q2
x + 2q2

y +
1

2
p2

z + 2q2
z .

que, mediante la transformación canónica definida por la matriz simpléctica
0

B

B

B

B

B

B

@

2λ/s 0 0 −2λ/s 2ω/t 0
(λ2

− 9)/s (−ω2
− 9)/t 0 (λ2

− 9)/s 0 0
0 0 1/

√

ν 0 0 0
(λ2 + 9)/s (−ω2 + 9)/t 0 (λ2 + 9)/s 0 0
(λ3

− 7λ)/s 0 0 (−λ3 + 7λ)/s (−ω3
− 7ω)/t 0

0 0 0 0 0
√

ν

1

C

C

C

C

C

C

A

,

se transforman en

H2 = λqxpx +
ω

2

(

q2
y + p2

y

)

+
ν

2

(

q2
z + p2

z

)

,

siendo s = s(λ), t = t(ω).

La forma normal compleja simplifica algunos cálculos. Mediante

qx = q1, qy =
q2 + ip2√

2
, qz =

q3 + ip3√
2

,

px = p1, py =
iq2 + p2√

2
, pz =

iq3 + p3√
2

,

obtenemos

H2 = λq1p1 + iωq2p2 + iνq3p3.

Podemos escribir el Hamiltoniano como

H = H2(q,p) +
∑

k≥3

Hk(q,p),

siendo q = (q1, q2, q3)
T , p = (p1, p2, p3)

T y Hk un polinomio homogéneo de

grado k en q1, ..., p3.



En la aproximación lineal (H2) la inestabilidad, que queremos remover,

está asociada al término λq1p1. En ésta aproximación, podemos obtener la

parte central haciendo q1 = p1 = 0.

Al añadir los términos no lineales, deseamos que las trayectorias sean tan-

gentes a éste espacio, esto es q1(t) = p1(t) = 0, t > 0, por lo que deberemos

imponer que q̇1(0) = ṗ1(0) = 0.

De acuerdo con las ecuaciones del movimiento para q1 y p1, esta condición

se verifica si, por ejemplo, el Hamiltoniano no tiene monomios

hkq
k1
1 pk2

1 qk3
2 pk4

2 qk5
3 pk6

3

con k1 6= k2.

Aśı, si HN(q1, p1, q2, p2, q3, p3) el Hamiltoniano normalizado, hasta un cier-

to orden, entonces:

• Las órbitas de la variedad central las obtenemos tomando q1 = p1 = 0.

• La variedad inestable de una órbita de libración la obtendremos tomando

q1 6= 0 y p1 = 0.

• La variedad estable de una órbita de libración la obtendremos tomando

q1 = 0 y p1 6= 0.



EL ESPACIO DE FASES ALREDEDOR DE L1

Trás la reducción a la variedad central, el espacio de fases tiene dimensión

4. Para describir la dinámica, fijamos una sección de Poincaré q3 = 0, p3 > 0

y utilizamos como parámetro el valor de la energia (Hamiltoniano reducido).

El punto L1 está sobre h = 0.
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Figura 17: Aplicaciones de Poincaré sobre la variedad central de L1 para h = 0.2 y h = 0.6.
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Figura 18: Orbita de la variedad estable de la órbita de Lyapunov plana (h = 0.6).



VARIEDADES ESTABLE E INESTABLE DE LA

VARIEDAD CENTRAL

Una vez obtenida, por ejemplo, la variedad estable de una cierta órbita de

la variedad central de L1, las simetrias

(qx(t), qy(t), qz(t)) → (qx(−t),−qy(−t), qz(−t)),

(qx(t), qy(t), qz(t)) → (−qx(−t), qy(−t), qz(−t)),

permiten calcular su variedad inestable y las variedades estable/inestable de

la correspondiente trayectoria simétria alrededor de L2.

Con objeto de calcular órbitas heterocĺınicas entre las variedades centrales

de L1 y L2, hemos de conectar una órbita de la variedad inestable de un punto

de libración con otra órbita de la variedad estable de una órbita de libración

alrededor del otro punto. Puesto que estas órbitas van de un entorno de L1

(qx > 0) a un entorno de L2 (qx < 0), la sección utilizada para detectar las

conexiones es el plano qx = 0.

No es necesario globalizar las dos ramas de cada variedad puesto que una

de ellas siempre se mueve por la región exterior de la superf́ıcie de velocidad

cero (qx →
√

C/3).
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Figura 19: Rama exterior de la variedad estable de las O.P. planas de Lyapunov.



VARIEDADES DE LAS ÓRBITAS PERIÓDICAS
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Figura 20: Las tres primeras intersecciones con qx = 0 de la variedad estable de la órbita de
Lyapunov plana con h = 0.2. Proyecciones (qy, px) y (qy, px, py).
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Figura 21: Primeras cinco intersecciones con qx = 0 de la variedad estable de la órbita de
Lyapunov vertical con h = 0.2. Proyecciones (qy, px) y (qy, px, py).



VARIEDADES DE LA VARIEDAD CENTRAL
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Figura 22: Primeras dos intersecciones con qx = 0 de la variedad central de L1 para h = 0.6.

Proyecciones (qy, qz) (fila superior) y (px, py, pz) (fila inferior).



CONEXIONES HOMOCLÍNICAS Y HETEROCLÍNICAS

Diccionario:

• Γs,q
L1

(p.o.) = q–sima intersección de W s
L1

(p.o.) con qx = 0.

• Γu,p
L2

(W c
h) = p–sima intersección de W u

L2
(W c

h) con qx = 0.

Posibles conexiones homocĺınicas entre órbitas periódicas:

Γu,1
L1

(p.o.) ∩ Γs,2
L1

(p.o.), Γu,1
L1

(p.o.) ∩ Γs,4
L1

(p.o.) = Γu,2
L1

(p.o.) ∩ Γs,3
L1

(p.o.).

Posibles conexiones heterocĺınicas entre órbitas periódicas:

Γu,1
L1

(p.o.) ∩ Γs,1
L2

(p.o.), Γu,1
L1

(p.o.) ∩ Γs,3
L2

(p.o.) = Γu,2
L1

(p.o.) ∩ Γs,2
L2

(p.o.),

Γu,1
L1

(p.o.) ∩ Γs,5
L2

(p.o.) = Γu,2
L1

(p.o.) ∩ Γs,4
L2

(p.o.) = Γu,3
L1

(p.o.) ∩ Γs,3
L2

(p.o.).

      1−4 = 2−3  1−2

Homoclinic

1−3 = 2−21−1

Heteroclinic

1−5 = 2−4 = 3−3

Figura 23: Representación cualitativa de las intersecciones homo/heterocĺınicas de orden bajo.



CONEXIONES PARA h = 0.2 ENTRE O.P.
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Figura 24: Γu,1
L1

(p.p.o.)∩Γs,2
L1

(p.p.o.). Proyección (qy, py) para la intersección de las variedades.

Proyección (qx, qy) para las órbitas.
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Figura 25: Γu,2
L1

(p.p.o.)∩Γs,3
L1

(p.p.o.). Proyección (qy, py) para la intersección de las variedades.
Proyección (qx, qy) para las órbitas.

Las intersecciones de Γ
u/s,p
L1

(v.p.o.) son vacias para p ≤ 6.



CONEXIONES PARA h = 0.2 ENTRE LISSAJOUS

• Las variedades invariantes de una O.P. plana tienen dimensión 2 y viven

en una variedad de (energia constante) dimensión 3, por lo que cabe

esperar órbitas homocĺınicas aisladas.

• Las variedades invariantes de una Lissajous (toro 2D) tienen dimensión

3 y viven en una variedad de (energia constante) dimensión 5, por lo que

también cabe esperar órbitas homocĺınicas aisladas.

• Al considerar Lissajous próximas a la O.P. plana, parece razonable en-

contrar conexiones homocĺınicas próximas a las de las O.P.

• Al considerar Lissajous próximas a la O.P. vertical, parece razonable no

encontrar conexiones.
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Figura 26: Los cuatro puntos de Γu,1
L1

(Liss) ∩ Γs,2
L1

(Liss) Proyecciones (qy, qz) y (px, py, pz)
para las variedades y (qx, qy, qz) para las órbitas. La Lissajous es próxima a la O.P. plana.



Fijando los valores de (q1, p1) utilizados para la globalización de las var-

iedades y de la enerǵıa, al movernos sobre la variedad central, la familia de

conexiones homocĺınicas es una curva 3-dimensional. Si seguimos los puntos

de esta curva por el flujo hasta la sección q3 = 0, p3 > 0 utilizada para la

representación de la variedad central, se obtiene:
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Figura 27: Representación de las conexiones homocĺınicas 1–2, Γu,1
L1

(Liss)∩Γs,2
L1

(Liss), sobre
la variedad central de h = 0.



CONEXIONES HOMOCLÍNICAS 2–3 ENTRE LISSAJOUS
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Figura 28: Los cinco puntos de Γu,3
L1

(Liss) ∩ Γs,2
L1

(Liss) Proyecciones (qy, qz) y (px, py, pz)

para las variedades y (qx, qy, qz) para las órbitas. La Lissajous es próxima a la O.P. plana.

Teorema: Las conexiones homocĺınicas (y heterocĺınicas) de la variedad

central de L1 (o L2) no sólo se pueden calcular sino que también existen,

incluso para el RTBP si µ suficientemente pequeña. (Anna Sammà, 2004).



CONEXIONES HETEROCLÍNICAS L1–L2

Figura 29: Proyecciones sobre (qz, py) de Γs,1
L1

(W c) y Γu,1
L2

(W c).
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Figura 30: Γu,2
L1

(p.p.o.) ∩ Γs,2
L2

(p.p.o.) .



-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6

-0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05  0

p y

qy

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

q y

qx

Figura 31: Γu,3
L2

(p.p.o.) ∩ Γs,3
L1

(p.p.o.) .



CONCLUSIONES

• La combinación de métodos semianaĺıticos y numéricos permite obten-

er información no local del flujo de los problemas considerados (Hill y

RTBP).

• Las dos aproximaciones, semianaĺıtica y numérica, tienen sus propias lim-

itaciones (convergencia, tiempo de CPU). Su combinación permite explo-

rar un rango importante de energias.

• Se ha obtenido una descripción completa de las órbitas de libración en un

entorno “grande”de los puntos de libración.

• El conocimiento del flujo alrededor de los puntos de libración, da flexibil-

idad al diseño de misiones espaciales a estos puntos (planes de contingen-

cias).

• El conocimiento y aprovechamiento de la dinámica natural del problema

(o de una buena aproximación) permite ahorros importantes de ∆v en el

diseño de misiones espaciales.


