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1.La ecuacion de Abel

P = A0)r + B(0)r?, (1)

donde A(f) y B(0) son funciones analiticas y periddicas de periodo 27.
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1.La ecuacion de Abel

P =A0)r + B(0)r?, (1)
donde A(f) y B(0) son funciones analiticas y periddicas de periodo 27.

Observemos que r = 0 és una solucién (27-periddica) de la ecuacién. El
problema centro-foco es el de caracterizar en términos de los coeficientes

A(0) y B(6) cuando la solucién r = 0 forma parte de un continuo de
Orbitas 2m-periddicas.
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1.La ecuacion de Abel

P =A0)r + B(0)r?, (1)
donde A(f) y B(0) son funciones analiticas y periddicas de periodo 27.

Observemos que r = 0 és una solucién (27-periddica) de la ecuacién. El
problema centro-foco es el de caracterizar en términos de los coeficientes
A(8) y B(#) cuando la solucién r = 0 forma parte de un continuo de
Orbitas 2m-periddicas.

Si denotamos por (6, p) la solucién de la ecuacidn que verifica
©(0, p) = p, el problema centro-foco es el de determinar cuando la
aplicacién h(p) = (2w, p) = Id. Observad que la aplicacién h
estd siempre definida en un entorno de 0.

FRANCESC MANOSAS (U.A.B.) Orbitas periédicas en la ecuacién de Abel: E 2/22



1.La ecuacion de Abel

Si expresamos (6, p) en serie de potencias

p(0,0) = ai(0)’

i>1

la condicién de centro es equivalente a; = 1y a;(0) = a;(27) = 0 para
todo / > 1.
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2.Motivacion: Centros en el sistema lineal mas
homogéneo

Consideremos la ecuacion

X = _y+Pn(X7y)7
_)./ =X+ Qn(X)Y)a (2)

donde P,(x,y) y Qn(x,y) son polinomios homogéneos de grado n. El
problema de determinar condiciones necesarias y/o suficientes para que el
sistema (2) tenga un centro en el origen es conocido como el " Problema
centro-Foco"” para sistemas del tipo lineal mas homogéneo. Es bien
conocido que la respuesta a este problema viene dado por un nimero finito
(pero indeterminado) de condiciones algebraicas sobre los coeficientes de
Pn(x,y) y Qn(x,y). Para n = 2,3 el problema esta cerrado desde los afios
50, y para n > 3 ni tan sélo se conoce el nlimero de ecuaciones que
determinan el problema. No obstante, hay numerosos resultados parciales
obtenidos primordialmente por el grupo de investigadores de la Universitat
de Lleida (Chavarriga, Giné, Garcia, Grau) para n =4,5,6,7.
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2.Motivacion: Centros en el sistema lineal mas
homogéneo

En coordenadas polares (p, 6), el sistema (2) se escribe

p=p"£(0),
0 =1+g(6)p" ", 3

con

f(6) = cos(0) Pn(rcos(0), rsin(0)) + sin(0) Qn(r cos(d), rsin()),

g(0) = cos(0) Qn(rcos(), rsin(0)) — sin(0) Pn(r cos(d), rsin(0)).
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2.Motivacion: Centros de los sistemas lineal mas
homogéneo

Aplicando el cambio de variables introducido por Cherkas

pn—l

ST OrE
obtenemos la ecuacién de Abel
F=A0)r* + B(0)r?, (4)
donde  indica la derivacién respecto 6 y
A(0) = —(n—1)f(0)g(0), B(6) = g'(0) — (n — 1)f(6).

Observemos que en este caso A(#) y B(6) son polinomios trigonométricos
homogéneos de grado 2(n+ 1) y n+ 1 respectivamente.
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3. El mecanismo de composicion
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3. El mecanismo de composicion

En 1985 (Proc. Roy. Soc. Edinburgh) Lloyd y Alwash dan una condicién
suficiente de centro que llamaremos mecanismo de composicién. Dada una

funcién F(6) denotamos por F(6) = fo
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3. El mecanismo de composicion

En 1985 (Proc. Roy. Soc. Edinburgh) Lloyd y Alwash dan una condicién
suficiente de centro que llamaremos mecanismo de composicién. Dada una

funcién F(6) denotamos por F(6) = fo

Definicion 1. Las funciones A(6) y B(G) satisfacen la Condicion de
composicién (CC) si existe una funcién derivable 27-periédica u(#) tal que

A(6) = Ai(u(9)) y B(9) = Bi(u(6)) (5)

para ciertas funciones derivables A; y Bj.
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3. El mecanismo de composicion

En 1985 (Proc. Roy. Soc. Edinburgh) Lloyd y Alwash dan una condicién
suficiente de centro que llamaremos mecanismo de composicién. Dada una

funcién F(6) denotamos por F(6) = fo

Definicion 1. Las funciones A(6) y B(G) satisfacen la Condicion de
composicién (CC) si existe una funcién derivable 27-periédica u(#) tal que

A(0) = Ai(u(6)) y B(6) = Bi(u(6)) (5)
para ciertas funciones derivables A; y Bj.

Teorema 1. Si las funciones A() y B(0) satisfacen la Condicion de
composicion entonces la ecuacidn de Abel correspondiente tiene un centro.
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3. El mecanismo de composicion
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3. El mecanismo de composicion

Para demostrar el teorema basta considerar la ecuacion

R = A(0)R3 + B;(h)R?

y comprovar que si ¥(6) es solucién de ésta ecuacién entonces ¥ (u(f)) és
solucién de la ecuacidén de Abel original.
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3. El mecanismo de composicion

Para demostrar el teorema basta considerar la ecuacion

R = A(0)R3 + B;(h)R?

y comprovar que si ¥(6) es solucién de ésta ecuacién entonces ¥ (u(f)) és
solucién de la ecuacidén de Abel original.

En 1987 Alwash (Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect.) mostré mediante un
ejemplo proveniente de los centros cuadraticos que la condicién de
composicién no és necesaria para tener un centro.
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4. Centros persistentes
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4. Centros persistentes

Diremos que A(f) y B(#) dan lugar a un centro persistente si para todos
A, 1 € R la ecuacién de Abel

F = MAO) + uB(0)r?,

tiene un centro.

Claramente si A(0) y B(6) verifican la condicién de composicién, lo mismo

ocurre para AA(0) y uB(6) y por lo tanto un centro de composicién és un
centro persistente.

El reciproco de este resultado és un problema abierto y ha generado
mucha literatura en los dltimos veinte anos.
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5. Persistencia y momentos. La ecuacion de Riccati
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5. Persistencia y momentos. La ecuacion de Riccati

Consideremos la ecuacién de Riccati:
F=A0)r* + B(0)r
que és integrable y tiene por solucién
pefo B(s)ds
l_Pfo A 5 efo B(t)dt

Asi la condicién de centro en este caso viene dada por las condiciones

2m 2
/ B(s)ds =0 y/ A(s)efo B(t)dt _ 0
0 0

Si ademads pretendemos que el centro sea persistente necesitaremos que
2T A(s)elo *B(Ddt — 0 para todo A € R.

¢(9,P) =
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5. Persistencia y momentos. La ecuaciéon de Riccati
Asi pues, si consideramos
2w s
FO) = [ Al e,
0
la condicidén de centro persistente en la ecuacién de Riccati es equivalente a
2
/ B(s)ds =0 y F(A\) =0 paratodo \ € R.
0
Como que F es analitica esta udltima condicidn es equivalente a
2 .
F(0) = / A(s)B(s)"ds = 0,
0

donde B(s) = 5 B(t)dt. Esta tltima condicién es conocida como
anulacién de los momentos de A(s) respecto a B(s).
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6. Persistencia y momentos en la ecuacién de Abel
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6. Persistencia y momentos en la ecuacién de Abel

Teorema 2. Si la ecuacién de Abel tiene un centro persistente, entonces
los momentos de A(s) respecto a B(s) y los momentos de B(s) respecto a
A(s) se anulan.

Como veremos mas adelante el reciproco de este Teorema no és cierto.

Si una ecuacién de Abel cumple la condicién de composicidén entonces
tiene un centro persistente lo que en particular implica la anulacién de los
momentos. El reciproco no és cierto pero su estudio ha dado lugar a una
linea de investigacion que ha generado resultados muy interesantes.

En particular algunos autores (Francoise, Yomdin, Christopher, Pakovich)
han considerado el problema de la ecuacion de Abel polinomial.
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7. Momentos. La ecuacion de Abel polinomial
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7. Momentos. La ecuacion de Abel polinomial

Consideremos la ecuacidn

x = A(t)x® + B(t)x?

donde A, B son polinomios. El problema de centro para esta ecuacién
consiste en dar condiciones sobre los polinomios Ay B para que la
aplicacién a tiempo 1, que esta definida en un entorno de la solucién
x = 0, sea la identidad.

FRANCESC MANOSAS (U.A.B.) Orbitas periédicas en la ecuacién de Abel: E 13 / 22



7. Momentos. La ecuacion de Abel polinomial

Consideremos la ecuacidn

x = A(t)x® + B(t)x?

donde A, B son polinomios. El problema de centro para esta ecuacién
consiste en dar condiciones sobre los polinomios Ay B para que la
aplicacién a tiempo 1, que esta definida en un entorno de la solucién

x = 0, sea la identidad.

Para este problema, uno puede definir de manera paralela las nociones de
centro de composicidén y de centro persistente y el Teorema 2 sigue siendo
vélido en este contexto. La condicién de composicién implica la anulacién
de momentos. El estudio de la caracterizacién de la anulacién de los
momentos en esta situacion ha sido recientemente resuelto por F.
Pakovich y M. Muzychuk (2009 P.L.M.S).

FRANCESC MANOSAS (U.A.B.) Orbitas periédicas en la ecuacién de Abel: E 13 / 22



8. Momentos. La ecuacion de Abel polinomial
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8. Momentos. La ecuacion de Abel polinomial

Teorema 3. Los momentos de A(t) respecto B(t) se anulan si y solo si
existen polinomios wi(t), ..., wk(t) con w;(0) = w;(1) de manera que

k

B(t) = Bu(wa() = ... = Biwa() v A1) = 3 Ai(wi(2))

con Bi(t), Ai(t) € R[t].
El siguiente ejemplo trigonométrico (que proviene de un campo polinomial

cuadrdtico) muestra que un andlogo del Teorema 3 para el caso
trigonométrico no és cierto.
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8. Momentos. La ecuacion de Abel polinomial

Teorema 4. La ecuacién de Abel i = A(0)r® + B(6)r?, con
A(0) = acos(20) + bsin(20) + csin(66) y B(8) = cos(36)

tiene un centro si i solo si a = 0, (centro de composicién) o a? = 3b?
(centro de composicién) o ¢ = 1/32 (no de composicién, no persistente).
Por otra parte

27 2m 2 2
/ A(0)d6 = / B(0)d0 — / A0)B(0)"do = / B(0)A(0)"d6 = 0
0 0 0 0
Ademis si ¢ = 1/32 entonces para casi todo a, b € R
A(0) = a/2sin(26) — b/2 cos(26) — 1/192 cos(66)

no es funcién polinémica f de ningln polinomio trigonométrico
(exceptuando el caso trivial f = Id) y B(6) no és funcién polinémica de
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9. Conclusiones

Condicién de composicién = persistencia = anulacién de momentos y

anulacién de momentos % centro
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9. Conclusiones

Condicién de composicién = persistencia = anulacién de momentos y

anulacién de momentos % centro

Observemos que si A(f) y B(0) cumplen la condicién de composicién
entonces la ecuacién de Abel

F = (VAO) + 1B(0)) P+ (SA(9) +7B(6)) 1

tiene un centro para todo A\, u, 6,7 € R
En particular se cumple que

27 27
/ A(D)A(0)™B(0)"dO = / B(/)A(A)"B(6)"d6 = 0
0 0

para todo n,m € N.
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9. Conclusiones

Observemos también que si A(f) y B(0) cumplen la condicién de
composicién entonces la ecuacién

F= A0)r™ + B(6)r"

tiene un centro para cualesquiera n,m € N.

Cabe preguntarse si alguna de estas condiciones caracteriza los centros de
composicién

El ejemplo del Teorema 4 en el que

A(0) = acos(20) + bsin(20) + 1/32sin(660) y B(6) = cos(30)

que cumplia la anulacién de momentos no cumple la hipdtesis de anulacién
de los momentos generalizados.
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion

Volvemos ahora a fijar nuestra atencién en el problema centro-foco en los
campos polinomiales de la forma

X = _y+Pn(X7y)7
)./ =X+ Qn(X7y)a (6)

donde P,y @, son polinomios homogéneos de grado n. Si denotamos por
Xp los campos de esta forma y V), los campos de X, con un centro en el
origen, hay dos estratos perfectamente identificados en V,,. Los campos
hamiltonianos y los campos reversibles respecto a una recta.
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion

Volvemos ahora a fijar nuestra atencién en el problema centro-foco en los
campos polinomiales de la forma

X = _y+Pn(X7y)7
)./ =X+ Qn(X7y)a (6)

donde P,y @, son polinomios homogéneos de grado n. Si denotamos por
Xp los campos de esta forma y V), los campos de X, con un centro en el
origen, hay dos estratos perfectamente identificados en V,,. Los campos
hamiltonianos y los campos reversibles respecto a una recta.

Es facil ver que ambos estratos son centros de composicién en la
correspondiente ecuacién de Abel.
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion

En el caso hamiltoniano (P, = aH"“ , Qn= 8H"+1) A(6) y B(9)

dependen funcionalmente de la funC|on Hpt1(cos(),sin(f)) que és u
polinomio trigonométrico homogéneo de grado n + 1.
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion

En el caso hamiltoniano (P, = 8H§/+1 Qn = 8H"+1) A(6) y B(9)
dependen funcionalmente de la funcién Hp1(cos(f),sin(#)) que és u
polinomio trigonométrico homogéneo de grado n + 1.

En el caso reversible las correspondientes A(6) y B(6) dependen
funcionalmente de un polinomio trigonométrico de grado 1 que no es mas

que la direccion de reversibilidad.
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion

En el caso hamiltoniano (P, = 8H§/+1 Qn = 8H"+1) A(6) y B(9)
dependen funcionalmente de la funcién Hp1(cos(f),sin(#)) que és u
polinomio trigonométrico homogéneo de grado n + 1.

En el caso reversible las correspondientes A(6) y B(6) dependen
funcionalmente de un polinomio trigonométrico de grado 1 que no es mas
que la direccion de reversibilidad.

Nos preguntamos por la existencia de campos en V,, que den lugar a
centros de composicién en la correspondiente ecuacién de Abel, con factor
de composicién de grado mayor que 1 y menor que n+ 1. La siguiente
observacién es un primer primer paso en esta direccién
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion

Chavarriga y Giné en los afos 90 prueban el siguiente resultado:
Teorema 6. Si el sistema

x=—y+ Pu(x,y),

)'/=X+ Qn(X7y)a (7)
se escribe en polares
0=1+g(0)p" ",

entonces el sistema tiene un centro en el origen.

Ellos prueban el teorema encontrando un factor integrante. Observemos
sin embargo que en este caso el centro es de composicié con factor igual a
g(0). Este resultado le permite describir nuevas clases de centros (no
hamiltonianos, no reversibles) en X, para n = 4,5,6.
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion

El siguiente Teorema es un Corolario de un resultado de Seok Hur
publicado en 2001 en C. R. Acad. Sci. Paris

Teorema 5. Sea u(x, y) un polinomio homogéneo de grado

k<n+1, f(x,y),g(x,y) polinomios casi-homogéneos tales que

f (x2 +y2, u(x,y)) yg (X2 +y2, u(x,y)) s6n polinomios homogéneos de
grado n— 1y n— k 4 1 respectivamente. Entonces el sistema

X:—(1+f(X2+y2’u(x,y)))y g(x —|—y u(x, y)) 6y(X y) )
y=(14F(x2+y%ulx,y)) x+g (x> +y% u(x,y)) 34(x, ),

pertenece a V,, y su correspondiente ecuacién de Abel es de composicién
con factor p(6) = u(cos(8),sin(f)). Todo centro de composicién en X, és
de esta forma.
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion
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10. Obtencién de centros polinomiales a partir de
centros de composicion

Este resultado permite encontrar centros no hamiltonianos y no reversibles
en X, (n > 8) con un factor de composicién de grado arbitrario y que no
son del tipo descrito por el resultado de Giné y Chavarriga.
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