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La familia Tchebychev-Halley

El operador correspondiente a la familia de métodos de Tchebychev-Halley
es:

G(z):z—(1+1 L¢ (2) > f(2)

21 —alf(z)) f'(2)
donde: .
(= DIE)
(' (2))

o a =0, Tchebychev

e a=1/2, Halley

@ o =1, Super-Halley

@ « = £oo, Newton.
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La familia Tchebychev-Halley

Si p(z) = 2% + ¢,

G, (2) = z* (=3 +2a) +6cz2 + 2 (1 - 2a)
PRI 4z (22 (-2 + o) + ac)

¢ puede eliminarse mediante la aplicacién:

(CRb

cuyas propiedades son h(oco) =1, h(iy/c) =0, h(—i\/c) = .

B 1  3z—2(a—-1)
05 (2) = (ho o h™) (2) = 21—y
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B —34+2a+ V5 — 12a + 4a?
N 2

Op(2)=2z=2z=0,z=1,z =51,5

Op(00) = 00, luego oo también es un punto fijo, superatractor.

Ademas: sy = é si=s=*l=a= %704:
Por tanto:

_ /5 2
00[2%:>Z: 3+2a+ g 12a+4a” _

Njo

—1 con multiplicidad 2 =
Puntos fijos: 0, 00,1, —1
o a— % = 7= —3+2o¢i\/g—12a+4a2

=1, entonces z =1 con
multiplicidad 3 = Puntos fijos: 0, 00, 1

o a# %,% = Puntos fijos: 0,00, 1,51, 50
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Estabilidad de los puntos fijos

2
O, (z) =2z

3(1—a)+2z(3—4a+2a%) +322(1 - )
(1—2(a—1)z)? J

Luego 0 e oo son siempre superatractores.

Lema

Estabilidad de z = 1:

e Si ‘oz — 1753| < % entonces z = 1 es un atractor. Para o« = 2 entonces
€s superatractor.

o Si ‘a — 1753| = % z =1 es un punto parabdlico.

@ Finalmente, z =1 es un punto fijo repulsor para cualquier otro valor
de a.
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Estabilidad de z = 51, s>

Lema

Estabilidad de los puntos extranos

—3+2a+ V5 —12a + 402

S12 =
2

° Sila—3| < % entonces s y sp son puntos atractores; en particular, si
= 1 (3+V/5) son superatractores

° Sila—3|= % entonces s1 y s» son parabdlicos, en particular, si
Oé:g:>51252:1.

@ Para cualquier otro valor de ac € C, s1 y s» son puntos fijos repulsores.
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Puntos criticos

0,(z)=0 J

§

— 2 _ 2_ 3 4
z=0,00,z = 3=4atla i\/3(6§j11)9a 6a’tdat _ o o

Ademas, ¢ = %2 por lo tanto

aa=0==+1a —6a+19% 1603 +4a* =0= a =0,

N
N W
N
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Puntos criticos

El nimero de punto criticos depende de a:

@ Sia=0,c0 = ¢ = —1, que es un punto pre-periddico.

e Sia= %, c1=c =—1=s5 = s, es repulsor.

e Sia= %, c1 = ¢ = 1 es repulsor.

@ Sia=2, cg = cp =1 es superatractor.

@ Para cualquier otro valor de a € C hay dos puntos criticos distintos.
Ademas

@ Sia— 1, entonces c; - 0y & — 00 = 0, (z) = z*.

@ Si aw — Fo0 entonces c; — 0y ¢ — 00 = 0, (z) = 22,
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Espacio de parmetros
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La cabeza

La cabeza del gato corresponde a valores de v donde z = 1 es atractor, es
decir |a = %| < %

Cuando a = 2 los puntos criticos ¢; = ¢ = 1, por lo que z =1 es un
punto fijo superatractor.

Planos de dindmicos paraa =2, a =19y a =2,2.
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La frontera de la cabeza

La frontera es una circunferencia ‘a — %| = % = a=134 %eie.

241

Op(1) = 5 10 =1

Para cada 0, « esta en la interseccidn con los distintos bulbos = aparecen
ciclos periddicos
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La frontera de la cabeza

>
Il
A
o
Il
ol
S

z = 1 tiene multiplicidad 1 = frontera de dos cuencas parabolicas.
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La frontera de la cabeza

Plano dindmico para a = < — 0,05. J

2-0.95514+10.29616

En el bulbo de la izquierda aparece un ciclo atractor de periodo 2.
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La frontera de la cabeza

>
Il
o
Q
Il
o
-

2-0.87609+10.0049956

z = 1 tiene multiplicidad 3 = frontera de dos cuencas atractoras.
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El cuerpo

El cuerpo corresponde |a — 3| < 3. J

z =1 se convierte en repulsor y s; y s> en atractores = Dos cuencas de
atraccién, un critico en cada cuenca.

Planos dindmicos para a = 2,6 y a = 3,2 + 0,2/
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El cuerpo

Sia=3, 51 =c y s = ¢ superatractores. J
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La frontera del cuerpo

o — 3| = % a=3+ %eie = 51y S son parabdlicos
o (51) -0 (52) — _eif — ei(ﬂ'+9)

para cada valor de 8 = puntos de interseccién con los bulbos donde
aparecen pares de ciclos atractores.

Ciclos de periodo 3: « =3 + 0,51eﬂ?i, a=3+ 0,51e5?ﬂ_
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La frontera del cuerpo

=0, a= % S1 Y S» son parabdlicos = estdn en la interseccién con el
bulbo que contiene ciclos de periodo 2.

Planos dindmicos para o = 3,5y a = 3,55.
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Dentro del collar

Sila—1] < % entonces, el plano dindmico es el mismo que z".

e Si a =1 entonces O, (z) = z*,
o Si =1 entonces O, (z) = 2%,
e Sia= % entonces O, (z) = —23.
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Dentro del

Planos dindmicos para a =1 + 0,35e% ya=1+ 0,45e%i.
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Dentro del collar

Planos dindmicos para a = 0,2 + 0,1/ a = 0,4 — 0,7i.
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Sobre el collar

0<a< % y @ € R = antena izquierda. J

El plano dindmico para valoresa € R y 0 < a < % consta de dos cuencas
de atraccion, A(0) and A(oo), con infinitas pre-imagenes.
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Fuera del gato

El conjunto de Julia es disconexo )

Planos dindmicos para o« = —0,3 and o = 4,5.
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Conclusiones

El comportamiento dindmico de la familia Tchebychev-Halley es muy
rico, como muestra su plano de parametros.
Numéricamente, son especialmente interesantes:

o los valores de « situados dentro del collar (especiamente o = %) cuyo

conjunto de Julia es conexo, o
o aquellos que estan fuera del conjunto gato (Julia disconexo).

@ El anilisis dindmico de las familias de métodos iterativos es una
buena herramienta para el andlisis de su estabilidad.

Lineas abiertas:
e Profundizar en la comprensién dindmico del conjunto gato.
o Completar el andlisis con funciones no polinémicas.
o Extender el estudio a otras familias paramétricas de métodos iterativos.
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